


« Conceptos basicos
del espacio
ylaforma:lo
geométrico.

-El estudio de
las figuras
geométricasy sus
propiedades.

« Estructuray
transformacién: elementos
basicos de geometria

. Elementos, caracteristicas y
notacién de los angulos.

. Sistemas angulares de
medicidn: ;cémo realizar las
conversiones de un sistema a
otro?, i por qué existen varias
formas de medir angulos?,
;cudles son las razones
por las cuales se hacen las
conversiones?

- Propiedades de los triangulos
segln sus lados y angulos:
;qué los identifica entre si?,
;qué los diferencia entre si?7,
.por qué los tridngulos son
estructuras rigidas usadas en
las construcciones?

« Caracteristica de las sumas
de dngulos internos en
tridngulos y de poligonos
regulares: ;por qué
la configuraciony la
reconfiguracion espacial de
figuras sirve para tratar con
situaciones contextuales de
ta geometria?

« Propiedades de los poligonos
regulares.

« Elementos y propiedades

basicas de los dngulosen la
circunferencia.




« Distingue conceptos basicos de:
recta, segmento, semirecta, linea
curva.

s Interpreta los elementos y las
caracteristicas de los dngulos.

« Mide manuate
instrumentalmente los objetos
trigonomeétricos y da tratamiento
alas relaciones entre los
elementos de un tridngulo.

« Trabaja con diferentes sistemas
de medicidn de los &ngulos,
realiza conversiones de medidas.

« Identifica, clasificay caracteriza a
las figuras geomeétricas.

« Interpreta las propiedades de las
figuras geométricas.

« Convertir de un sistema de
medicién a otro, medidas
angulares.

s Trazar y medir angulos con
instrucciones determinadas.

« Medir y estimar angulos.

« Construir triangulos con lados
dados, con dos tados y un
angulo dado, o con un fadoy dos
angulos dados.

« Reconfigurar visualmente una
figura geométrica en partes
dadas.

« Estimary comparar superficies y
perimetros de figuras rectilineas.

- Calculary argumentar en
cuerpos sélidos, ;cual volumen
es mayor?




¢ ;Has pensado cuales son tus fortalezas? ;Para qué eres bueno? {Qué te
apasiona? Algunas veces es muy obvio, otras no tanto. Reconocer nues-
tras fortalezas nos ayuda a tener mayor confianza en nosotros mismos.
Por otro lado, si tienes claro cuales son tus debilidades o aspectos que
deseas mejorar, puedes empezar a hacer algo alrespecto. Enesta leccion
para aprender a reconocer nuestras fortalezas y nuestras debilidades.

1. Entres minutos, en cualquier hoja en blanco, haz una lluvia de ideas es-
cribiendo todas las que te vengan a la mente sobre cuéles son tus debi-
lidades; luego haz otra sobre tus fortalezas. Cuando termines selecciona
cinco y llena la siguiente tabla. Para pensar en tus fortalezas te puede
ayudar recordar lo que te gusta y te apasiona. Por ejemplo “soy bueno
escuchando a la gente” es una fortaleza, o bien, “me cuesta trabajo con-
centrarme en clase” es una debilidad. Copia la siguiente tabla en tu cua-
dernoy escribe més fortalezas y debilidades.

Ahora te proponemos visualizar tus fortalezas y debilidades como los
4rboles y las plantas de un jardin. Los arboles mas grandes y sanos
representan tus fortalezas. Las plantas mas pequefias y fragiles repre-
sentan tus debilidades. ;Qué fortalezas y debilidades hay ; jardin?
Escribelas sobre cada uno de los arboles y las plantas.

Reflexionen en equipos de tres ;por qué es importanie
tras fortalezas y debilidades?

;Cémo te sientes después de haber identificado
zas? ; Descubriste algo nuevo al disefiar tu bosque =
lidades o en la reflexion en grupo? ;Qué fue?

Resumen

Conocer tus fortalezas y debilidades es parte importante del proceso ¢4
mo. Saber cuales son tus fortalezas te da confianza e inspiraci
eres bueno, te hace sentir conectado con el mundo, capaz de f
quién eres. Identificar tus debilidades es el primer paso para an
res hacer con ellas.




< En el semestre desarrollaras tu Proyecto de vida con la finalidad de clarificar qué deseas para ti
y puedas tomar decisiones que marquen la direccion de tu futuro, asi como reflexionar las impli-
caciones que tiene en tu vida el hecho de llevarlo a cabo.

1. Organiza la informacién de tu Proyecto de vida.
4. Copiay completa en tu cuaderno el siguiente cuadro.

2. Escribe en la primera columna las metas mds importantes que deseas lograr. Agrega las filas que
sean necesarias.

4. Una vez que organices la informacién en la tabla, éela con atencién para que tengas un panora-
ma general de lo que implica el planteamiento de tu Proyecto de vida.

%. Escribe por qué consideras que es importante elaborar un Proyecto de vida.

6. Elabora un organizador gréfico en el que incorpores frases que te motiven a trabajar dia con dia
en tu Proyecto de vida, incluye tus metas para que las tengas presentes todo el tiempo. Coloca
este organizador en un lugar visible de tu casa. Utiliza el siguiente esquema para hacer un esbozo
y enriquécelo paulatinamente.

Proyecto de vida de:




Al hablar de geometria nos encontramos con dos conceptos claves: puntos y lineas; a
< : partir de ellos' podemos construir todos los demas objetos geométricos. En este tema
Todo lo que vamos a estableceremos una notacién para referirnos a éstos y otros conceptos. Al mismo tiem-

aprender en este libro jya
lo sabian los griegos hace
mas de 2 000 afios! °A

Elementos es un libro o C
escrito por Euclides alre-

dedor del afio 300 a.n.e. Puntos en el

y contiene mucho de las
matematicas conocidas por
los griegos hasta entonces.

plano

Linearecta

Rayo

Segmento

po, repasaremos las nociones de linea recta, rayo, segmento y dngulo.

Punto (figura 1.1). En el plano hay infinidad de
puntos, al elegir uno le ponemos nombre. En
este libro usaremos letras mayusculas para de-.
notar puntos: A, B, C, D, etcétera. Es un ejercicio
interesante pensar: ;como se define un punto?
Anota tu respuesta en tu cuaderno y platicalo
con tus compafieros.

Linea recta (figura 1.2). Para cualesquiera dos
puntos en el plano hay una dnica linea recta que
los une. Al hablar de linea recta se debe enten-
der que ésta se extiende indefinidamente hacia
ambos sentidos.

Rayo (figura 1.2). Es la porcidn de una linea
recta que se extiende indsfindamente y sélo

hacia un sentido.

Segmento (figura 1
nea recta que esta d
éstos se les Hlama exire

Angulo (figura 1.3}
da por dos segmen
y AC como se
entonces denoia
punto Ase fe &
lado inicial y

claro, solo

una letra




Eje: Del tratamiento del espacio, |a
forma y la medida a los pensamien-
tos geométrico y trigonométrico

Ahora, jcémo medimos un angulo? En principio, cualquier cosa que mida “la abertura”
del dngulo funciona. Tradicionalmente usamos dos unidades o escalas para medir an-
gulos: grados y radianes.

¢Por qué 360°? Se cree que
se debe a su cercania con el
nimero de dfas en el afio,
365.

Ademas, es facil dividir
360° en partes iguales. Por
ejemplo, es posible dividir
360 en dos partes iguales,
en tres, cuatro, seis, ocho,
nueve, quince,etcétera.

. . . , -
El sistema sexagesimal tiene como base al cir- awpt e iy,
\\\ 410 O I P 7
O

culo y lo divide en 360 partes iguales, de ahi
recibe su nombre. A las unidades se les llama S
grados y su simbolo es: °. Para medir un angulo
en grados se usa un transportador como se ve
enlasfiguras 1.4y 1.5.

280 270 280

=

=
=
=

Un transportador consiste en un circulo, o un
semicirculo, en el cual se marcan las unidades 2~
de 0° a360°, o de 0° a 180°, de esta manera, po- %y
demos medir la apertura de un angulo al hacer My © 0 o, 081 o <.
coincidir el vértice del dngulo con el centro del (T
transportadory al lado inicial del &ngulo con la .
marca de 0°. Asi, la medida del angulo queda
determinada por la marca que indique el se-
gundo segmento del dangulo.

N\
250

Para trazar un angulo de cierta abertura se co-
loca el centro del transportador en el vértice
del dnguloy se hace coincidir el lado inicial con
el 0°. Se cuentan tantas rayitas, como grados
mida el angulo, en sentido contrario de la ma-
necillas del reloj y se pone una marca. Se retira
el transportador y se unen el vértice y la mar-
quita colocada.

Transportador de 0° a 180°.

g

emple

Para trazar un angulo de 45°, dado que tenemos el lado inicial, hacemos lo siguiente:

Paso 1. Una vez colocado el transpor-
tador, se cuentan 45 rayitas en sentido
contrario de las manecillas del reloj y se
coloca una marca.

Paso 2. Se unen la marca con el vértice
del angulo. En la imagen se mantuvo el
transportador de fondo para comprobar
que es un angulo de 45°.

3o 80 Zg 00 4
5 100 9080
o o
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Debido a las simetrias del circulo, asi como en {os relojes ios némeros 12, 3,6 y 9 sirven de refe-
rencia, los dngulos 90°, 180°, 270° y 360° son referencias para clasificar al resto de los angulos de
acuerdo a si son menores, iguales o mayores a ellos:

- Un angulo es agudo si mide menos de 90° y es mayor o igual que 0°.

- Un angulo recto es aquel que mide exactamente 90° y se marca con un cuadrito.
Un dngulo es obtuso si mide mas de 90° y menos de 180°.
Un angulo tlano es aquel que mide exactamente 180°.
Un dngulo es concavo si mide mas de 180° y menos de 360°.

Aqui hemos hablado de angulos que van de 0° a 360°. Cabe aclarar que es posible hacer la distin-
cién entre dngulos positivos y negativos: los dangulos positivos se miden en direccion contraria a
las manecillas del reloj, mientras que los angulos negativos se miden en direccion de las mane-
cillas del reloj. También se puede hablar de dngulos de mas de 360°, por ejemplo, un dngulo de
390° se ve igual que uno de 30° y no los podemos distinguir, te invito a que hagas un dibujo en
tu cuaderno para que compruebes esta afirmacion. Es por esto que este tipo de sutilezas sélo le
interesan a los matematicos por razones tedricas, en la practica solo usamos la escala de 0° a 360°
para medir dngulos.

« Utiliza lo aprendido anteriormente para responder lo que se pide.

P

1. Usaun transportador para medir estos angulos e indica qué tipo de angulo es.

ok

Utiliza un transportador para trazar en tu cuaderno angulos de 3z°, 2

Lad

Utiliza un transportador para trazar en tu cuaderno un angulo de cz2:
en esta seccion.




Eje: Del tratamiento dei espacic, la
forma y la medida a los pensamien-
tos geomeétrico y trigonométrico

Ahora estudiaremos cémo se relacionan ciertos tipos de dngulos que estan sobre una misma recta
o en dos rectas paralelas.

Angulos adyacentes o suplementarios (figura 1.6). C
Como su nombre lo indica son aquellos que estan uno
al lado del otro, pero no sdlo eso, los lados no comunes
tienen que estar alineados como se observa en la figura.
De esta manera dos angulos adyacentes forman juntos un
angulo llano, es decir, la suma de sus medidas es 180°, o
en formula: a+ 3=180°.

Cuando dos angulos adyacentes son iguales, que cada
uno mide 90°. A los segmentos que los forman se les lla-
ma segmentos perpendiculares (figura 1.7). En lafigura e - -
se tiene que aesigual a By ambos miden 90°.

Angulos complementarios (figura 1.8). Se les llama an-

gulos complementarios a dos angulos que cumplen tres D C
condiciones: tienen el mismo vértice, el lado final de uno .
es el lado inicial del otro y ademas suman 90°. En la figura

se tiene que amas Besigual a 90°. A

Angulos opuestos por el vértice (figura 1.9). Cuando
dos rectas distintas se intersecan se forman cuatro angu-
los. Aquellos que quedan opuestos uno del otro se llaman

opuestos por el vértice, este tipo de angulos tienen la pro- /C
piedad de que son iguales entre si. En la figura se tiene /
quecesiguala yyBesigualadla=yypB=9).

A D B
Angulos entre rectas paralelas (figura 1.10). Dos rec-
tas son paralelas si, por mas que se prolonguen, nunca E

se cortan. Esta condicidn también se puede expresar en
términos de angulos como veremos a continuacion.

Cuando dos rectas paralelas son cortadas por otra recta, se cumple lo siguiente:

Los angulos correspondientes son iguales,
estos son:

a=g B=(y=nyé=0.

Los angulos alternos internos son iguales,
estos son:

e=yyd=( C

- Los angulos alternos externos son iguales,
estos son:

a=nypf=46.




La recta que corta a las
dos paralelas recibe varios
nombres: secante, trans-
versal, oblicua.

- Ademas, observamos que ay Bson adyacentes, portanto, a+ £=180°. Enresumen, en la
figura todos los angulos rojos miden lo mismo, todos los dngulos verdes miden lo mis-
mo y la suma de un angulo rojo maés uno verde es de 180°. También es muy importante
la propiedad reciproca a la anterior: si se tienen dos rectas cortadas por una transversal
y se cumple alguna de las igualdades mencionadas, entonces, las rectas son paralelas.

En la figura se muestran dos lineas paraletas cortadas por una trans-
versal. Si el angulo marcado mide 55°, ;cuédnto miden los demas?

Para este ejemplo hay que aplicar directamente lo visto en esta sec-
cién. El dngulo Bes adyacente al de 557, asi que va a medir §=180° -

D 55° = 125°, luego todos los demds angulos verdes, 6, {y gtambién van
a medir 125°. Por otro lado, todos los dngulos rojos, y, €y nmiden 55°.

Ahora vamos a ver un ejemplo de cémo la informacion de las paralelas nos da también
informacién de los angulos

c Recuerda que un paralelogramo es un cuadrildtero con pares de la-

dos opuestos paralelos. Demuestra que los dngulos opuestos de un
paralelogramo son iguales.

T

Queremos demostrar que a= y, para esto vamos a usar angulos entre
paralelas dos veces.

D

respecto a las paralelas ABy CD cortadas por AD, por to tanto, so
manera, ahora nos fijamos en las paralelas horizontales BC y AL
angulos yy € son alternos internos, asi que tienen que ser igu

obtenemos que a= €= y. De la misma manera se puede demostrzr cus
Ssoniguales.

25 por CD; los
go esto junto
agulos By

El angulo a través de la historia

mutua de
sstar en li-
2 calidad
concepto
concibid
ecta—, el
» considerd
%235 que Se
concepto,
. agudos'y

Euclides definié al angulo «
dos lineas que se encuent
nea recta. Para Procle,
o0 una cantidad, o una =
fue adoptado por Euce
al angulo como la ¢
segundo, por Cargo ¢e &
como el intervals ¢
intersecan—;

aunque sus def
obtusos son

2




Eje: Del tratamiento del espacio, la
forma y la medida a los pensamien- | =
tos geométrico y trigonométrico (2

4 Con base en la informacion anterior, contesta lo que se pide.

1. Halla el valor de los dngulos restantes, tomando en cuenta las condiciones dadas. El 4ngulo marcado
con un cuadrado representa un angulo recto.

ay Bson adyacentes. ay f3son complementarios. ay B son opuestos por el vér-
tice.
C
p=102°
C‘f{f‘ 4 2"'\
A D B

y=2B=3ayson By yson com- | AB y CD son segmentos per-
plementarios pendicularesy 8=1/2y

2. Hallalos angulos faltantes si sélo se sabe que los segmentos AB'y CD pertenecen a lineas paralelasy los
dngulos marcados con cuadrados miden 90°. Justifica con argumentos claros cada medida hallada.




Aveces, por la necesidad de precisién, se usan fracciones
de grados. Hay dos maneras de hacer esto, les llamamos
sistema sexagesimal y sistema decimal.

En el sistema sexagesimal se usan minutos y segundos,
siguiendo la analogia con el reloj. Esto es, 60 minutos
equivalen a un grado y 60 segundos equivalen a un mi-
nuto.

Por ejemplo, el angulo 35° 20’ 30" se lee 35 grados 20 mi-
nutos y 3@segundos.

En tu cuaderno es practicamente imposible hacer la dis-
tincién entre dos angulos que difieren en 1’ es decir,
;puedes partir un angulo de 1° en 60 zngulitos iguales?
> 12 Tierra tiene una longitud de 40 Sin embargo, a escalas mas grandes, por ejemplo, al usar

la porcion de tierra coordenadas para describir lugares 2n [z Tierra o estrellas

& 111,318 kilome- en el espacio, se vuelve crucial tener precisidn hasta de se-
gundos. jimaginate partir un z 17en 3600 angu-
litos iguales! Uno de esos pac: nangulodel”

Otra forma de medir las fracciones de grados es usando el sistema decimat. ¢ isma manera
que estamos acostumbrados a escribir nimeros. Asi, 74.2° representz 7= £ ‘ecimas de gra-
do; 46.81° representa 46° y 81 centésimas de grado; 25.245° represeniz L2 2 ¢ 245 milésimas

de grado.

Ahora, ;como convertimos de minutos y segundos a dec . 0 minutos es

un grado, esto quiere decir gue un minuto equivalea 1€

[

De la misma manera, un segundo equivale a 1/60 mi 213600 grados.




Eje: Del tratamiento del espacio, Ia
forma v la medida a los pensamien-
tos geométrico y trigonométrico

Entonces podemos transformar de minutos y segundos a decimales dividiendo entre 60 y 3 600 respectiva-
mente. Veamos el siguiente ejemplo.

Elemplo

Convierte 35° 20’ 30” a sistema decimal.

Paso 1. Primero, los 35° quedan igual, sélo nos ocupamos de los minutos y segundos.

Paso 2. Los 20’ se transforman a decimales dividiendo entre 60 y queda 0.3333 grados.

Paso 3. De ma-nera similar los 30” se transforman a grados dividiendo entre 3 600 y queda 0.00833 grados.
Paso 4. Finalmente sumamos estos dos resultados obteniendo 0.341666 grados.

Por tanto, 35° 20’ 30” equivale a 35.34166°.

< Emplea lo aprendido para convertir los dngulos de grados, minutos y segundos a decimales. Mencio-
na qué tipo de dngulo es cada uno, segiin su abertura.

 45°30° 7 . 36°25’30”» L
- V I
Twow | weww T

. O e

De manera inversa, para pasar de decimales a minutos y segundos hay que multiplicar por 60 y por 3 600.
Veamos con detalle cdmo se hace esto en el siguiente ejemplo.

Elemplo
Convierte 25.245° a sistema sexagesimal.
Paso 1. Nos fijamos sélo en los decimales, ya que los 25° van a quedar igual.

Paso 2. Ahora, los 0.245° los multiplicamos por 60, nos quedan 14.7, de esta cantidad sélo nos fijamos en la
parte entera, es decir 14, que va a corresponder a los minutos que buscamos.

Paso 3. Lo que nos sobra, 0.7, lo volvemos a multiplicar por 60y nos quedan 42, esto va a corresponder a los
segundos que buscamos.

De esta manera, concluimos que 25.245° equivalen a 25° 14’ 42",




B S ey

Emplea lo aprendido para convertir los angulos decimales a grados, minutos y segundos.

qué tipo de dngulo es cada uno, segun su abertura.

45°30°
| =
o
|

Resumen de la conversion de angulos

+60 +3600
Minutos Décimas de grados ~ Segundos Décimas de grados
x60

se toma solo la parte entera

M la parte decimal x60

36°25°307

worayse |
e |

Carnw |

Menciona

El esquema de la figura 1.12 explica los pasos que
debes seguir para convertir angulos decimales en
angulos sexagesimales y viceversa. Cuando quie-
ras convertir de minutos y segundos a decimales
deberss fijarte en la flechas que van de izquierda a
derecha y cuando quieras ir del sistema decimal al
sexagesimal, deberas fijarte en las flechas que van

de derecha a izquierda.

Emplea lo aprendido para responder lo que se pide.

1. Responde las preguntas.

;A cuantos minutos equivalen 0.5°?

.

Si dividimos en cuatro parte iguales un dngulo que mide 1°, ;cudnto mide cada dngulo?

;Cudntos segundos tiene un quinto de un minuto?

;A cuantos grados equivalen 20’ 2077

2. Completa las tablas convirtiendo del sistema sexagesimal al decimal y vicewver

de dngulo es segln su abertura.

12°

20°15°0”
90°1’0”

zncicna que tipo




Eje: Del tratamiento del espacio, la
forma y a medida a fos pensamien-
tos geameétrico y trigonométrico

Ahora vamos a ver otra manera de medir dngulos. Podemos me-
dir un dngulo de acuerdo a qué porcién de una circunferencia
cubre. Mas precisamente, un angulo lo medimos de acuerdo a la
longitud del arco de circunferencia que abarca.

Sin embargo, tenemos que ponernos de acuerdo acerca del ta-
mafio del circulo que vamos a usar. Para hacer la medida estan-
darusamos un circulo de radio 1, en este caso, su perimetro total
es de 2y, por lo tanto, decimos que un &ngulo completo que da
toda la vuelta mide 2m radianes.

f

it

;Quién es m?

Es una letra del alfabeto griego (se lee pi) y en geometria se usa para denotar una constante
importante: los griegos notaron que al medir el perimetro de un circulo y compararlo con su
didmetro siempre encontraban la misma proporcién. A esta constante de proporcionalidad
le llamaron m, es decir, t se define como:

T = perimetro de una circunferencia + didmetro

Elvalor de m es aproximadamente 3.14159. ..

De esta manera, un angulo que cubre sélo la mitad de la circunferencia mide mt radianes. Un angu-
lo que cubre la cuarta parte de la circunferencia mide m/2 radianes, y asi sucesivamente.

De lo visto anteriormente podemos notar que
un dngulo completo de 360° equivate a 2 ra- X180
dianes. Mientras que un angulo llano de 180° s
corresponde a T radianes.

Grados Radianes

En general, para transformar de grados a ra-
dianes o viceversa basta usar unaregla de tres
considerando que 180° equivale a 1t radianes.
De manera esquematica lo podemos resumir
como se muestra en la figura 1.14,

Xm+180

4. Unéngulo de 90° corresponde a /2.
2. Unangulo de 30° corresponde a 30° x 11/180 = T/6 radianes.

Z. Unangulo de m/4 radianes corresponde a /4 x 180°/m = 45°.




Para medir angulos sobre la
Tierra y saber tu posicién con
precisién se requiere un es-
fuerzo enorme de ingenieria.

Actualmente, se ubican
puntos sobre la Tierra gracias
al sistema satelitaly aun
método trigonométrico de
triangulacion en el que la
Fisica también forma parte,
ya que se necesita saber la
velocidad ala que viaja una
sefial satelital.

En general, un angulo de
aradianes abre un arco de
longitud % 'sobre una
circunferencia deradio r.

Lleva a cabo lo que se pide.

znsforma los angulos de grados a radianes:
5° 15° 20° 80° . 210° o 270°

ransforma ios angulos de radianes a grados:

N

T T
15 18 3

7 . 2n

4

T n
9 2

3. Calcula el valor aproximado en grados, minutos y segundos de un radian.

En la practica, al medir grados usando un transportador, o instrumentos mas precisos,
naturalmente se usa el sistema sexagesimal de grados, minutos y segundos. Sin embar-
go, los radianes son mejores al usar dngulos para calcular distancias.

Aqui veremos algunos ejemplos del tipo de problemas que aparecen en diferentes con-
textos y qué sistema de medicidon angular conviene usar en cada caso.

Sistema de coordenadas en la Tierra

Como sabes, iz Tierra es esférica,
& manera en que
lugares sobre
5. Historicamen-
o dos lineas como
I meridiano de

N Longitud

O

te se har oM

punic ¢g

Greem:

polo sur y se
do con el dngulo
rman con el meri-
.. Por otro lado,
lineas paralelas al
' se identifican de
ancia (en grados)
manera, podemos
:n de un punto so-
~zizzndo a qué meri-
“7 CETienece.

Latitud




Eje: Del tratamiento del espacio, la
forma y la medida a los pensamien-
tos geométrico y trigonométrico
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Elaminis
LIETRI0s

e
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El parlamento inglés ubicado en el centro de Londres tiene coordenadas 51° 30" 37" N
y 0° 07’ 0"’ W, esto significa que se encuentra a 51° 30’ 37" al Norte del Ecuadory a 0° 07’
0” al Oeste {West en inglés) del Meridiano de Greenwich.

Juega con google maps

para ver coordenadas de

0° . . . . ié
.. Elzbcalo de la Ciudad de México esta en 19° 25’ 58” Ny 99° 08’ 00” W. otros lugares y también
medir distancias.
Las coordenadas del centro de Quito son 0° 13°31” Sy 78° 31’ 29” W.

T . Toronto esta en43°37 44" Ny 79° 24’ 47" W.

e ——

Como ves, los angulos en grados, minutos y segundos son esenciales para describir con
precision un punto sobre la Tierra. ;Pero qué tal distancias? Para esto nos ayudan los
radianes. Y de hecho, para hacer la conversién de grados a radianes necesitamos al sis-
tema decimal como intermediario.

A modo de ejemplo calculemos la distancia entre Quito y Toronto. Primero notamos que
estan casi sobre el mismo meridiano, 79° W, pero en diferentes paralelos. Entonces, la
apertura angular de Quito a Toronto es de aproximadamente 43° 37’ 44 + 0° 13’ 31", la
suma se debe a que Toronto esta en un paralelo Norte, mientras que Quito esta en un
paralelo Sur.

Hay que hacer esta suma con cuidado, empezamos con los segundos 44” + 31”7 = 75"
Pero como 60” equivalen a 1’ entonces escribimos 75” = 1’ 15”, Ahora los minutos, 37’
+13’=50’, a este resultado le vamos a sumar el 1’ que se acumulé en los segundos. En-
tonces queda:

43°3744” +(0° 13' 31”7 =43°51" 15",

Ahora necesitamos transformar este dngulo en distancia sobre la Tierra. Para esto pri-
mero convertimos esta medida al sistema decimal.

Primero 51’ equivale a 51/60 = 0.85°. Luego 15" = 15/3600 = 0.00416°. Entonces:

43°51’ 15" =43.8541°.
, . . . . ;Cémo le hari
Después convertimos a radianes usando 1 = 3.1416, nos queda que el angulo en radia- ¢ omo e harias para
: calcular la distancia entre
nes es de 43.8541° x 3.1416 + 180° = 0.7654 radianes. dos ciudades que estan
en el mismo paralelo pero
Finalmente calculamos la distancia sobre la Tierra, ya que los radianes estdn adapta-  diferente meridiano? Para
dos naturalmente a longitud de arco; sélo tenemos que considerar el factor de escalaal ~ ©Sto necesitamos de las
dir longitudes sobre la Tierra. Recuerda que los radianes los medimos de acuerdo a funciones trigonometricas
me ,l g A ' q ; s , . Sengy coseno que veremaos
un circulo de radio 1, pero ahora estamos considerando un circulo deradio 6 371 km (el mas adelante.

radio de la Tierra).

Por lo tanto, la distancia de Quito a Toronto es de aproximadamente 0.7654 x 6 371 =4
876.3634 km.
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Bigmetro angulay
Es el dngulo de aberturade
un objeto circular que mide

un observador a distancia.

Hay variaciones de distan-
ciay de didmetro angular
de la Luna a lo largo del
afio. En este ejemplo se
tuvo cuidado de usar los
valores del apogeo, es
decir, de cuando la Luna se
encuentra mas alejada de
la Tierra.

. Haz equipo con un compafiero y haciendo un razonamiento similar al del ejempld
anterior respondan lo siguiente.
1. Ahora tetoca calcular la distancia aproximada entre Quito y Miami, estas dos ciu-

dades también se encuentran (casi) sobre el mismo meridiano. Las coordenadas
de Miami son 25° 43’ 52” Ny 80° 15’ 43” W.

Te deberia quedar 2 813 km aproximadamente.

Ya vimos cémo los angulos te pueden ayudar a calcular distancias sobre la Tierra.

En Astronomia también se usan angulos para medir distancias. Veamos cémo calcular
aproximadamente el didmetro de la Luna.

La distancia de la Tierra a la Luna es de 406 300 km. Imaginemos una circunferencia con
este radio y centro en la Tierra, entonces esta circunferencia va a pasar por el centro de la
Luna. Ademas, la luna va a cubrir sdlo una pequefia parte de esa circunferencia y la por-
cién que cubre va a corresponder a una buena aproximacion del diametro de la Luna, si
es una buena aproximacién. De acuerdo a esto podemos calcular el diametro dela Lunassi
conocemos el ro angular dela Luna vista desde la Tierra.

Ahora calculemos el didmétro de la Luna con un procedimiento similar al que usamos
para calcular distancias sobre la Tierra. Esto es, basta multiplicar el didmetro angular de
la Luna (en radianes) por el radio de la circunferencia en cuestion, que en este caso es
una circunferencia de radio 406 300 km.

Diametro angular Didmetro

A

Distancia

s de aproxima-
la distancia de

Al ver a la Luna llena se puede medir su ¢iz:
damente 0° 29’ 23” (aunque varia a lo a7

la Tierra ala Luna nos ayuda a calcuizr &
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Necesitamos convertir los 0° 29’ 23” a radianes, para esto convertimos primero a deci-
males. Nos queda que 29’ = 29/60 = 0.4833° y 29" = 29/3600 = 0.0063° entonces, 0° 29’
23” equivale a 0.4896°.

Medir distancias astroné-

micas es muy difici, ya que

no podemos hacerlo direc-
Luego, 0.4896° equivale a 0.4896° x 3.1416 + 180° = 0.008545 radianes. tamente, asf que tenemos
que depender de otro tipo

Asi, concluimos que el diametro de la Luna es aproximadamente: de tecnicas.

Los angulos y la Trigono-
metria juegan un papel
muy importante en las
técnicas para medir distan-

0.008546 x 406 300 =3472.23 km.

El didmetro de la Luna de acuerdo a Wikipedia es de 3 474 km. Asi que nuestra aproxi- cias, en particular para una
macién fue buena. {lamada Paralaje.
Actividad ¢

4 Haciendo un razonamiento similar al del ejemplo anterior responde lo siguiente.

1. Aproxima el diametro del Sol. Considera un angulo de abertura visto desde la
Tierrade 31’ 31” y una distancia de la Tierra al Sol de 152 100 000 km.

Compara con el valor que aparece en Wikipedia: diametro del Sol 1 392 000 km.

Actividad de aprendizaje 9 Productos esperados

< Copiaen una hoja aparte la tablay complétala. Guarda tu trabajo como evidencia
de tu aprendizaje.

10°21°0”
64° 14’ 55”
0.1333°
54.9736°
1.5708
0.5236
23°1'1”
] 57.32°




Productos esperados

Lleva a cabo la siguiente actividad utilizando hojas sueltas. Guarda tu trabajo como evi-
dencia de tu aprendizaje.

i. Copiaen una hoja los angulos y midelos con ayuda de un transportador.

C C
/
A B A B A B

-

Usando tu transportador traza angulos que midan 23°,56°y 101°.

Ahora, construye un triangulo cuyos angulos midan 23°,56°y 101°.

Productos esperado

Aetividad

_ Lleva a cabo la siguiente actividad utilizando hojas sueltas. Guarda tu trabajo como evi-
dencia de tu aprendizaje.

. Construye un cuadrante, también conocido como astro-
labio, como el que se ve en la figura. Te servira para me-
dir angulos de elevacion, ya sea de estrellas, de edificios,
etcétera.

Materiales:

- Cuadrado de cartdn de 15 cm x 15 ¢cm, con marcas de
angulos como los que se ven en la figura.

Popote o tubito reciclado a forma de “telescopio”.

/40 \
i 7o N
/////////////mmuhm\\\\\\\\”

Objeto pesado (20 g aproximadamente! gue se pueda
0 amarrar al hilo.

o

- Hilo, 20 cm aproximadamente.

Transportador.

. edificios, arbo-
irolabio mien-
‘cgquemarca el

2. Usa tu astrolabio para medir el angulo de elevacion de diferes
les, estrellas, etcétera. Se necesitan dos personas, la primerz
tras apunta al objeto que desea medir, la segunda observa ¥
hilo del astrolabio.

%. Anoten sus calculos para generar una evidencia.
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Al hacer dibujos podemos formar distintas figuras.
Alas gue se forman uniendo puntos con lineas rec-
% tas lesllamamos poligonos. Ahora estudiaremos las
propiedades del potigono mas simple: el tridngulo.

Como su nombre lo dice, el triangulo es una figura
con tres angulos, por lo mismo, cuenta con tres vér-
tices y tres lados (figura 1.16).

El tridngulo es una figura que aparece frecuentemente en la ingenieria, por tratarse de la figura
mas simple, también es la mas rigida y estable ya que distribuye el peso de manera directa hacia
abajo a través de dos de sus lados, por ejemplo, aparece en las estructuras de puentes. También
es de utilidad tedricay practica al momento de medir terrenos, medir angulos para la navegacion,
en el calculo de distancias, etcétera. En este libro aprenderas propiedades acerca de su perimetro,
area, angulos y muchas otras particularidades de ellos.

Empecemos por familiarizarnos con los triangulos
de acuerdo a la medida de sus angulos. Una clasi-
ficacion de los tridngulos es con base en su angulo
mas grande, si éste mide menos, igual o mas de 90°:

Acutangulo. todos sus dngulos internos miden
menos de 90°.

Rectangulo. uno de sus angulos internos mide
90°.

Obtusangulo. uno de sus angulos internos mide
mas de 90°.




Por otro lado, también los podemos clasificar de acuerdo a la medida de sus lados. Mas adelante aprenderas
cémo se traslapan las clasificaciones de acuerdo a ladosy a dngulos.

. Escaleno. Sus tres lados son diferentes.
Isdsceles. Tiene dos lados iguales y uno diferente.

Equilatero. Tiene sus tres lados iguales.

Con lo aprendido anteriormente responde lo siguiente.

1. De acuerdo a la medida de sus angulos, ;de qué tipo es cada tridngulo?
/C\ CI\ |
A B A B
De acuerdo a la medida de sus lados, ;de qué tipo es cada triangulo?
C
A | /\
A B A B A B

Dibuja en tu cuaderno un tridngulo de cada tipo: acutangulo, rectanguloy obtusangulo.

B

Lad

5. Dibuja en tu cuaderno un tridngulo de cada tipo: equilatero, isosceles y escaleno.

&

Usa tu transportador para corroborar que un tridngulo isosceles tiene dos angulos que miden lo
mismo.

fik

1. Dibuja un tridngulo equildtero. Un compas puede resultar de muchiz ayuc:

2. ;Cudnto miden los angulos de un tridngulo equildtero? ;Es unz mecicz 7z ¢ cambia de acuerdo al
tamafio del triangulo?
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En cuanto mds nos adentramos a estudiar a los tridngulos aparecen mas puntos y rectas
que nos ayudan a entender sus propiedades. En esta seccion veremos las siguientes rec-
tas notables: alturas, bisectrices, mediatrices y medianas. Ellas aparecen cuando consi-
deramos propiedades geométricas como areas, distancias o construcciones especiales
dentroy fuera de los triangulos.

Alturas (figura 1.18). Son las rectas perpendiculares que van de un vértice al lado
opuesto. Como probablemente ya sabes, la altura de un triangulo es esencial para cal-
cularsu drea. Las tres alturas de un tridngulo concurren en un punto ltamado ortocentro
del triangulo.

Bisectrices (figura 1.19). Son las rectas que parten a la mitad un dngulo. Las tres bisectri-
ces de un triangulo concurren en un punto llamado incentro del tridngulo, este punto tie-
ne la propiedad de ser el centro del circulo que es tangente a los tres lados del tridngulo.

Mediatrices (figura 1.20). Son las rectas perpendiculares a un lado por el punto medio.
Las tres mediatrices de un tridngulo concurren en un punto llamado circuncentro del
triangulo, este punto tiene la propiedad de ser el centro del circulo que pasa por los tres
vértices del tridngulo.

Medianas (figura 1.21). Son las rectas que van de un vértice al punto medio del lado
opuesto. Las tres medianas de un tridngulo concurren en un punto llamado gravicentro D
o centro de gravedad, este punto tiene la propiedad de que las tres medianas que pasan

por él dividen al tridngulo en seis triangulitos de dreas iguales.

Aetividad

H
< En esta actividad te toca verificar las propiedades enunciadas de cada recta y
punto notables del triangulo. Realiza cuatro copias del tridangulo que se muestra

y lleva a cabo lo que se pide.

1. Midecontureglalabaseylaalturadeltriangulo de la figura para obtener su area.

2. Con tu transportador mide los angulos del tridn- c
gulo y dividelos a la mitad, es decir, traza las bi-
sectrices. Estas se cortan en un punto que llama-
remos |. Con tu compas traza el circulo con centro
en |, que es tangente a los tres lados del tridngulo.

3. Contu regla o tu compas traza las mediatrices de
los lados del triangulo. Estas rectas se cortan en
un punto que llamaremos O. Con tu compas traza
el circulo con centro en O, que pasa por los vérti-
ces del triangulo.

4. Marca los puntos medios de los lados del triangulo y traza las medianas, estas
rectas se cortan en un punto que llamaremos G. Verifica que los seis tridangulos en
que las medianas dividen al triangulo ABC tienen la misma area.




Hipotenusa

Cateto

A Cateto

En un triangulo rectangulo, la suma de los cuadrados de los cate-
tos es igual al cuadrado de la hipotenusa.

Geométricamente este teorema se puede interpretar de la siguiente ‘
manera: si construimos un cuadrado sobre cada lado del triangulo
rectdngulo, entonces, la suma de las areas de los dos cuadrados chi-
cos es igual al area del cuadrado mas grande.

B

a’+b*=c

Ahora veremos cierta clase de tridngulos especiales, aquetlos que tienen
un angulo de 90°.

La importancia de estos triangulos radica en que las configuraciones
de angulos de 90° aparecen en repetidas ocasiones en problemas en
los que se necesita medir distancias. De hecho, de los tridngulos rec-
tangulos se desprenden la trigonometria y la geometria analitica. Pero
antes de pasar a eso, primero aprenderemos el famoso teorema de Pi-
tagoras que nos va a ayudar a medir “diagonales”™.

Responde lo gue se pide.

i. Enlafigura identifica los catetos del triangulo rectan-
gulo y la hipotenusa. Con ayuda de una regla calcula
lo siguiente.

Indica cuanto vale @ + b%

Indica cudnto vale ¢*:

a
c b
C
6
A 8 B
C
) 15

i ;Se cumple que @® + 5 = 27

;Puedes trazarunt
das de lados gue nc

£ 2 —atros de alto y quiere
‘s de su casa que se
2 1.22). (A qué dis-

de la escalera?




Construir un edificio alto es dificil, entre mas alto sea el edificio se
necesitard mucha mas fuerza y estabilidad de todos los compo-
nentes. Sobre todo los de abajo que van a soportar todo el peso.

Las culturas de la antigliedad recurrieron a las figuras geométri-
cas conocidas como pirdmides. Estas tienen la ventaja de tener
bases muy amplias que proveen un buen soporte. Adem3s, de-
bido a su terminacién en punta, se evita el aumento de pesoy se
gana estabilidad.

Otro ejemplo de tridngulos en las construcciones son los llama-
dos “techos a dos aguas”, que son con forma de tridngulo isdsce-
les que ayudan a que el peso del techo se reparta hacia los lados
y descanse sobre las paredes. De esta manera, se pueden lograr
espacios amplios, ya que la parte central del techo no requiere
soporte.

Ultimamente también han cobrado popularidad los llamados
techos geodésicos. La idea es lograr techos que aparentan ser
curvos y de formas caprichosas, pero que en realidad son es-
tructuras rigidas que se forman al acomodar muchos tridngulos
de manera muy particulary por supuesto, planeada de antema-
no. El impacto visual que causan habla por ellos.

Pero, ¢son los tridngulos la mejor opcidn para techos amplios?
0 dicho de otra manera, ;qué forma debe tener un techo para
lograr la mejor estabilidad y repartir el peso de manera 6ptima
hacia los lados?

Ef triangulo isdsceles puede ser la primera opcidn que
viene a la mente, y por su sencillez es uno de los di-
sefios mas usados. Sin embargo, la forma éptima es
una curva conocida como catenaria. En la figura 1.25
se observa una estacidn de tren cuyo techo tiene for-
ma catenaria. Curiosamente, la catenaria se descubrié
originalmente como la curva que forma una cadena
suspendida en sus dos extremos. La relacion con la
construccién de arcos y techos amplios se le atribuye
al inglés Robert Hook quien la describié como:

Eje: Del tratamiento del espacio, la
forma y la medida a los pensamien-
tos geométrico y trigonométrico

Templo del gran Jaguar, Tikal.

Museo Britanico, Londres, Inglaterra

Estacion de tren Keleti en Budapest, Hungria. Su
“Tal como cuelga un cable flexible asf, invertido, se eri- ~ techo tiene forma de catenaria.
gen piezas de un arco”.




Lleva a cabo la siguiente actividad.

1. Enlafigura se muestra una escuela flotante de la regién de Lagos, Nigeria. Si el frente esun
triangulo equildtero de 14 m de lado, ;cual es su altura?

2. De camino a casa, o cuando salgas a pasear con tu familia o amigos, observa tu entornoy
ubica alguna construccién triangular. Utiliza el astrolabio que construiste en la actividad 11
para calcutar su altura. Anota tu procedimiento y entrega un reporte a tu profesor.

ﬁcti‘!idﬂd { Fraductos ut‘.;‘\.é%a;%zim;%
' - 2

La siguiente actividad deberas desarrollarla en hojas independientes, pues forma parte de
tu portafolio de evidencias de aprendizaje.

i. Lee la siguiente situacién y desarrolla cada inciso.
En este ejercicio vas aimaginar que eres un disefiadory un cliente te pide el
disefio de un techo a dos aguas con forma de triangulo isésceles. Para esto
necesitaras hacer un dibujo a escala de manera que 1.cm correspondaalm.
Ademés, el cliente es muy exigente y te pide tres disefios para decidir cudl se
verd mejor. Asi que saca regla, compasy transportador.

N

ulo isdsceles cuyos lados

c
[>]

Para el primer disefio te pide un techo con forma de tria
iguales midan 4 my el angulo entre ellos sea de 120°.

Para el segundo disefio te pide un techo con forma io isOsceles cuya base

mida 7 my los angulos adyacentes a la base midan 267

e

(o]

Para el tercer disefio te pide un techo conforma ce eles cuyos lados igua-

les midan 4 my la base mida7 m.

final del triangulo?

Como disefiador, ;te queda alguna libertzc 22z = 2¢

2. Generaun reporte de tu actividad, en



ikl
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Ahora veremos una propiedad bastante interesante acerca de los tridangulos. Como ya
sabemos, un triangulo cuenta con tres dngulos, lo curioso es que sus medidas no pue-
den ser cualquier cosa, ya que éstas se encuentran relacionadas de la siguiente manera:

]

En un triangulo, sus angulos

externos miden x, 2xy 3x,

, . ., o (qué tipo de triangulo es?

Lasumade los angulos internos de un triangulo es 180° | Escal
| a. Escaleno

a+ B+ y=180°. b. No existe

c. Isdsceles

e B d. Equilatero

De lo anterior, deducimos que si sabemos dos dngulos de un tridngulo, entonces, el
tercero queda determinado. Por ejemplo, si sabemos que los angulos ay S miden 23°y
56°, respectivamente, entonces el tercer angulo, y, debe medir 180° - 23°-56°=101°, ya
que los tres deben sumar 180°.

Utiliza la figura, y las dos
propiedades de este tema,
para probar que la suma de

. . ) . - los angulos internos de un
aun angulo interno. Como consecuencia del resultado anterior, también tenemos que: tridngulo suman 180°.

A veces, dependiendo del contexto, también nos conviene poner atencién en los angu-
los externos de un triangulo. Un angulo externo de un tridngulo es un angulo adyacente

| AB||DE
¢ D ¢ E

Un dngulo externo es igual a la suma de los dos dngu- |
los interiores no adyacentes a él

a+y=é.




' Con base en lo aprendido, lleva a cabo lo que se pide.

B

Aplica las dos propiedades y definiciones vistas anteriormente para hallar las medidas de los angulos
sefialados.

BClIDE £

Cag

AC||DE

sl

i
|
.|

=ncido en esta seccion,

En la Actividad de aprendizaje 17 elaboraste tr=
;cudnto miden los dngulos de los tridngulos @

&
=
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4. Leelasituacién planteaday responde lo que se pide.

Paco y Quique van a hacer la siguiente medicién. Paco
se sube a la azotea de un edificio, mientras que Quique
se sitla lejos del edificio a nivel del suelo. Paco observa
a Quique y mide el angulo de declive de su linea de vi-
sién con respecto a la vertical, obteniendo un resultado
de 75°. Quique hace lo propio y mide el dngulo de ele-  quique

vacién con respecto a la horizontal al observar a Paco. s
{Qué resultado deberia obtener Quique?

Ahora estudiaremos poligonos con mas lados. Empecemos con los de cuatro lados, en
la figura se muestran ejemplos de cuadrilateros, ; reconoces alguno?

D D C C
D C D

B A B A

Una figura con cinco lados se llama pentagono (figura 1.26); una figura de seis lados,
hexagono (1.27) y asi sucesivamente. Toda esta familia de figuras delimitadas por lados
rectos son los llamados Poligones (“muchos dngulos” en griego).

En general, los poligonos son figuras muy variadas y podemos decir poco acerca de sus
propiedades geométricas. Entre lo poco que si podemos decir se encuentra un enuncia-
do acerca de la suma de los dngulos interiores. Como ya vimos, en cualquier tridngulo
la suma de los dngulos interiores es 180°. De la misma manera, podemos encontrar la
suma de los dngulos interiores de cualquier poligono dependiendo del nimero de la-
dos. En la siguiente actividad empezaremos a explorar esta relacién.

¢ Resuelve los ejercicios.

1. Calcula la suma de los angulos interiores de cada uno de los cuadrilateros de la
figura anterior. ; Puedes concluir una regla general?

2. Completa el enunciado:
“La suma de los angulos interiores de un cuadrilatero es o7

3. Dibuja un pentagono cualquiera y mide sus angulos. ;Cudnto suman sus cinco
angulos? Completa el enunciado:

[<3})

“La suma de los angulos interiores de un pentagono es

Flor pentagonal de una
huernia.

Los panales de las abejas es-
tan formados de hexigonos.




Un poligono puede tomar cualquier forma siempre y cuando todos sus lados sean rectos. Sin em-
bargo, hay unos poligonos que son mas “bonitos” que el resto, en el sentido de que son mas re-
gulares.

Un poligono regular es aquel que tiene todos sus lados y todos sus angulos iguales. En lafigura se
observan los poligonos regulares de 3,4,5,6y 7 lados.

D

A B A B A B A B A

Al momento de dibujar un poligono regular naturalmente surgen varias preguntas, por ejemplo,
;cuanto mide de lado? ;Cuanto miden los angulos internos?

La medida del lado depende del dibujante, quien tiene la libertad de elegir de qué tamafio va a
quedar et poligono. Por otro lado, la segunda pregunta tiene una respuesta fijay depende sola-
mente del ndmero de lados del poligono, como veremos mas adelante.

Ahora estudiaremos otro concepto importante de los poligonos: las
diagonales.

E

Una diagonal es un segmento que une dos vértices no consecutivos
de un poligono. En la figura 1.28, se ha marcado una diagonal con
un segmento punteado. ;Cuantos lados tiene el poligono? ;Cuantas
diagonales tiene?

Es facil convencerse de que el nimero de diagonales depende del
nimero de lados. Lo dificil es dar una férmula general para contar-
las. Convéncete de que el siguiente enunciado es correcto:

Si un poligono tiene n lados, entonces, el nimero de diagonales
que tiene es:

n(n-3)
—

Esta formula se puede deducir de la siguiente manera: oo
n lados salen (n - 3) diagonales. En total hay n vértices
el nimero de diagonales es n x (n - 3). Pero en esta Cus
nal dos veces, una por cada vértice que la define.
nx(n-3)/2.

de un poligono de
wer estimado es que
ando cada diago-
es del poligono es

=




o

[

< Usa la formula para hallar el nimero de diagonales para responder las preguntas.

L
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Eje: Del tratamiento del espacio, la
forma y la medida a los pensamien-
tos geométrico y trigonométrico

¢Cuantas diagonales tiene un cuadrildtero?

iCudntas diagonales tiene un pentagono? /
¢(Cudntas diagonales tiene un hexagono? i
¢Cuantas diagonales tiene un heptagono? /

¢;Cuéntas diagonales tiene un poligono de 50 lados (figura 1.29)?

¢Cuantas diagonales tiene un poligono de 100 lados?

Un poligono de cincuenta la-
dos se llama pentacontdgono.

b S~ B L = S

-

Si un poligono tiene 1890 diagonales, ;cuantos lados tiene?

8. En una reunion hay 10 personas y todas se sa-
tudan entre si dandose la mano. ;Cuantos apre-
tones de mano hubo en total?

Este ejercicio pareciera estar fuera de lugar pero
no es asi. En matematicas es comun y Util abs- ~ Siunpoligono tiene 50
traer situaciones de la vida real y representarlas ~ diagonales, jcuantos lados

con objetos matematicos, en este caso puntos y tiene?
/ rectas. Si representas a cada persona como un a.15
. punto y al apretén de manos como un segmen- b.92
T to que une los puntos, jcuantos segmentos ten- ; i‘;

drias que dibujar?

Como ya dijimos, la suma de los dngulos internos de un poligono depende del nimero
de lados. Recordemos que en un triangulo la suma de sus angulos internos es 180°.

Podemos encontrar la suma de los angulos internos de un cuadrilatero si lo partimos
en dos tridngulos usando una diagonal (figura 1.30). De esta manera, deducimos que la
suma de los angulos internos de un cuadrilatero es 2 x 180° = 360°.

De manera similar, un pentagono se puede partir en tres tridngulos, como se observa en
la figura 1.31, entonces, la suma de los angulos internos de un pentagono siempre sera
3x180° =540°.

En general, usando la misma estrategia para cualquier poligono podemos concluir que:

Si un poligono tiene n lados, entonces, la suma de sus dngulos interiores es:

180° x {n - 2).




D c Lleva a cabo lo siguiente.

Corrobora con un hexagono que la suma de sus angulos es 720°.

;Cudnto suman los dngulos interiores de un octagono?

;Cuanto suman los angulos interiores de un decagono (poligono de 10 lados)?

Sila sumade los dngulos interiores de un poligono es 3780°, ;cudntos lados tiene?

En el terreno de mi tio se midieron tres angulos como se ve en la figura 1.32,
jcuanto mide el angulo que falta?

En el caso de los poligonos regulares se tiene que todos los dngulos miden lo mismo,
entonces la suma total de los dngulos internos se reparte equitativamente entre todos.
Esto expresado como formula queda:

" Si un poligono regular tiene n lados, entonces, cada uno de sus dngutos interiores

mide:
180°x(n-2)
—
) Asi por ejemplo, en un tridangulo equildtero cada angulo interior mide 180°/3 =60°. En un

cuadrado cada angulo interior mide 360°/4 = 90°. En un pentagono regular cada angulo
mide 540°/5 = 108° (figura 1.33).

De la misma manera en que se define un dngulo exterior de un triangulo, también se
define un dngulo exterior de un poligono convexo. Aunque no se tiene una propiedad
como en los tridngulos, si se tiene una en cuestion de la suma:

La suma de los angulos exteriores de un poligono convexo de 72 lados es 360°.

Usa la formula anterior para responder las preguntas.

Para cada uno de los poligonos regulares de 2. 7. » = (zcos, jcuanto mide cada

uno de sus angulos interiores?

.

Siun angulo interior de un poligono regular m cs 1227 ;cuzntos lados tiene?

Dibuja un poligono regular de ocho lades.

;Cuanto mide un angulo exterior de ur Z=C
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Una de las propiedades que nos interesa de los poligonos es su perimetro, es decir, la longitud
total de su contorno. Otra propiedad de interés es el area, ésta es una medida para cuantificar la
superficie total que abarca una figura.

Antes de pasar a otra cosa, ; puedes encontrar el perimetro de estas figuras? ;Y su area?

a

Existen varias fdrmulas para calcular el area y perimetro de acuerdo al tipo de figura que se tenga.
Algunas regiones son mas faciles de calcular que otras, pero en el fondo siempre usamos el mis-
mo principio. Para el perimetro simplemente hay que medir la longitud total del contorno. Para el
area necesitamos una unidad base, por lo general un cuadrito de drea 1,y tratamos de ver cuantas
veces cabe en la regién a medir.

Con base en la definicion de area, responde lo siguiente.

En la cuadricula cada cuadrito tiene drea 1. ;Cual es el drea de cada uno de los poligonos?




En el caso de los poligonos regulares es facil determinar su perimetro, s6lo hay que sa-
ber la medida de un lado y multiplicarla por el nimero de lados para obtenerlo.

Para calcular el area también necesitamos saber la medida del lado del poligono. Ade-
mas, necesitamos saber la distancia del centro del poligono al punto medio de uno de
sus lados, a esta distancia se le llama apotema. Entonces el area se calcula multiplican-
do la medida del lado por la altura por el nimero de ladosy al final dividiendo entre dos.

En resumen, el perimetro y
drea de un poligono regular
se pueden calcular asi:

Perimetro = nf
Area =nlaj2 = Pa/2.

El lado de un pentagono regular mide 10 cmy su apotema mide 6.9 cm. ;Cudl essu area
y su perimetro?

Empecemos con el perimetro, como cada lado mide 10 cm y son cinco lados en total,
entonces, el perimetro del pentagono es 5x 10 =50 cm.

Ahora calculemos el drea paso a paso a manera de justificacién de la formula que apa-
rece arriba. Primero calculamos el area de un triangulo central como el que se muestra
sombreado en la figura 1.34. El apotema precisamente hace el papel de altura, asi que
su drea es 10 x6.9/2 = 34.5 cm?. Luego, un pentagono regular estd compuesto por cinco
de estos tridngulos centrales, asi que su drea es precisamente 5x 34.5=172.5 cm® Enre-
sumen, el drea del pentdgono regular se puede calcular como 5 x 10 x 6.9/2, esta altima
operacién corresponde precisamente a la férmula de area que se dio.

Halla los perimetros y areas de los poligonos regulares mostrados en las figuras.
Utiliza el teorema de Pitagoras para hallar las apotemas.

-

£




Eje: Del tratamiento del espacio, la
forma y la medida a los pensamien-
tos geométrico y trigonométrico

El circulo (figura 1.35) es otro tipo de figura que aparece en muchos contextos. Por lo
gue es importante saber calcular su area y perimetro.

Ya vimos que el perimetro de un circulo de radio r es 27r. Por otro lado, el area es .

En ciertos contextos también aparecen sectores circulares de los cuales necesitamos
saber su &rea y perimetro. En estas férmulas para calcular el perimetro y el érea de un
sector circular el angulo a esta en radianes:

P=ar+2r
A=ar?/2.

En lafigura 1.36 calcula el drea sombreada que se encuentra entre el circulo de radio 4y
el triangulo equilatero de lado también 4.

La estrategia va a ser obtener el drea del sector circular y restarle el drea del triangulo
equilatero.

a
Para calcular el drea del sector circular primero recordamos que los angulos interiores de
un tridngulo equildtero son de 60° que equivale a un angulo de 77/3 en radianes. Entonces
i, el drea del sector circular que se forma con un angulo de 60° es de (77/3) x 4%/2 = 87/3.

“Por otro lado, para calcular el drea del triangulo equilatero primero tenemos que saber

N su altura. Para esto aplicamos el teorema de Pitdgoras, nos queda que:

22 + a2: 42,
- de aqui se obtiene que‘a=\/ﬁ=2\/173. Luego, el area del tridngulo equildtero es
@ 40/2=43.

Por lo tanto el 4rea sombreada vale 87 /3-4+/3 que es aproximadamente 1.449.
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Volvamos a los 4ngulos. Ahora estudiaremos los dngulos que se forman dentro de una circunfe-
rencia. Resulta interesante ver las diferentes relaciones que aparecen.

Para describir las relaciones entre ellos de una manera mas sencilla, vamos a usar a la circunfe-
rencia y a los arcos como referencia. Recuerda que 360° representa a la circunferencia completa;
de la misma manera, una porcién de circunferencia representa la cantidad proporcional corres-

pondiente en grados.

Asi, tenemos la convencidn de que un angulo central mide lo mismo que el arco que abre,
escribimos esto como:

LAOB = AB.
Un angulo inscrito siempre va a medir lamitad cel 2rco Jug 2072, &3 decir
LACB=%




Eje: Del tratamiento del espacio, la
forma y la medida a los pensamien-
tos geométrico y trigonomeétrico

3. Un angulo interior va a medir el promedio de los dos arcos que abre, es decir:

£BPC =2

4, Unangulo exterior va a medir la semidiferencia de los dos arcos que abre, es decir:

LACB= 2608
Bjemplo
Calcula los tres angulos indicados en la figura 1.38.

Empecemos con el angulo BAC, es un angulo inscrito y abre el mismo arco que el angulo
central BOC, por lo que debe medir la mitad de este Gltimo. De aqui que /BAC =20°.

Ademas, como el triangulo ACO es isdsceles, ya que OA =0C por ser radios, entonces tam-
bién 2 OCA= Z0AC =20°.

Ahora, el triangulo OBC también es isdsceles, asi que Z0BC = Z0CB, ademas la suma
de los angulos internos de este triangulo debe ser 180°, ya llevamos 40° del angulo BOC,
asi que los 140° que faltan deben de repartirse equitativamente entre ZOBCy £ OCB, asi
que ZOBC=Z0CB=T0".

Finalmente, el LACB= ZACO + ZOCB=20°+70°=90°.

B E
Eiemple

Se dibuja un tridangulo equildtero dentro de un circulo (figura 1.39). Encuentra la medida
de los angulos marcados.

Primero, como el tridangulo ABC es equilatero entonces 2 CAB = 60°. Ahora, Z/COB es un
angulo central que abre el mismo arco que ZCAB, por tanto, ZCOB = 120°.

Luego, ZCPB abre el mismo arco que ZCAB, entonces, deben medir lo mismo. De aqui
que ZCPB = 60°. Cabe recalcar que aqui no importa en donde esté P, siempre que el an-
gulo ZCPB abra el mismo arco que ZCAB se va a tener la igualdad mencionada.

¢ Utiliza todas las propiedades aprendidas, desde el primer tema E ' D
hasta el momento, para responder lo que se pide. <

1. Con base en la figura, escribe los angulos sefialados.

5. Dos angulos inscritos: y

5. Dos angulos exteriores: y

. Angulo central:

7. Angulo seiinscrito: A -

=. Angulos interiores: y




Py

diametro?

a.90°
b. 45°
c.75°
d. 180°

En la figura, ;cudnto vale
o sise sabe que AB es un

e

Utiliza las propiedades 1, 2, 3y 4 listadas anteriormente para hallar las medidas

de los angulos indicados.

Encuentra las medidas de los angulos marcados.

Elcirculo dela figura se ha divi- El circulo se ha dividido en seis
. dido en 12 partes iguales.

N

C
B,
‘ 8§ o V
L G
K
D

partes iguales. Encuentra las
“medidas de los dngulos ay B.

En la figura sabemos que ADes
paralela a BC.

D apljac

4. Enlafigura 1.40 EDes tangente a la circunferenciaen

c A, AB es didmetro y el dng
tra la medida de los dngu

ZBAC
LACO

ZACC

3
H
B
0

<

ulo BOCmide 20°. Encuen-
los.

ZCAD

ZEAC



das

. Proyecto integrador

El proyecto tiene como objetivo integrar los conocimientos del primer parcial en una activi-
dad. Desarrolla lo que se pide y guarda tu trabajo como evidencia de aprendizaje. '

Alo largo del primer parcial estudiamos angulos, distancias, areas y perimetros. Usemos todos
estos conocimientos para estudiar el disefio y la geometria de una rueda de la fortuna.

En la imagen se observa una rueda de la fortuna ubicada en Melbourne, Australia. Esta tiene
una altura de 120 my un diametro de 110 m.

Con base en la imagen contesta las preguntas.

1. ;Cuantas cabinas tiene la estrella
de Melbourne? -

Tomando como vértices 3 cabi-
nas, ;se puede formar un triangu-
lo equildtero?

Tomando como vértices 4 cabi-
nas, ;se puede formar un cuadra-
do?

{Qué angulo se forma en cada
unade las puntas de la estrella de
es , 7 picos? Da tu respuesta en gra-
dos y en radianes.

Seglin los operadores da una vuelta completa en 30 minutos. ;Cuantos grados gira p"o;
minuto? Da tu respuesta en grados y en radianes. '

En total, ; que distancia recorre una persona dentro de una cabina al dar una vuelta?

Malcoim estd en una cabina en el punto mas alto de la estrella de Melbourne, mientra
que Angus estd en el suelo a una distancia de 90 metros de la base. ;Qué distancia hay
entre Malcolm y Angus?

Traza el heptagono regular que se forma con las puntas de la estrella de 7
picos. ;Cuél es su perimetro y su drea? Considera que el circulo azul tiene
un didmetro de 95.4 metros y el apotema del heptagono es de 43 metros.




Utiliza la lista de cotejo para identificar lo que dominas con base en las evidencias generadas
y guardadas en tu portafolio.

Convierto angulos de decimal a sexagesimal.

Convertir de un
sistema de medicidn
a otro, medidas
angulares.

Convierto dngulos de sexagesimal a decimal.

Comprendo la definicién de radian.

Utilizo un transportador para trazar dngulos.

Trazary medir angulos
con instrucciones
determinadas:

Utilizo un transportador para medir angulos dados.

Mediry estimar.
angulos (construccion
de un astrolabio).

]
l
{ El trabajo presentado demuestra mi interés en la materia.

El astrolabio construido es funcional para hallar angulos.

Construyo triangulos con los datos que me dan.

Construir triangulos
con lados dados, con
dos ladosy un angulo
dado, o conunladoy
dos angulos dados.

Identifico cuando los datos no son suficientes para trazar un
triangulo.

Identifico qué datos debo conocer parz poder con
triangulo especifico.
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« Conbase en la ribrica, identifica tu nivel logrado en cada aprendizaje esperado. Recuerda repa-
sar los temas para mejorar.

Distingue conceptos
basicos de: recta,
segmento, semirrecta,
linea curva.

. Interpreta los elementos
y las caracteristicas de
los angulos.

Mide, manual e
instrumentalmente, los
objetos trigonométricos
y da tratamiento a

las relaciones entre

los elementos de un
tridngulo.

Trabaja con diferentes
sistemas de medicion
de los angulos, efectia
conversiones de
medidas.

Identifica, clasificay
caracteriza a las figuras
geométricas.

nterpreta las
proniedades de las
figuras geométricas.

Relaciona las férmulas
de perimetros, areasy
volGmenes de figuras
geométricas con el uso
de materiales concretos
y digitales.

Conozco los conceptos
de recta, linea, segmento
y semirrecta.

Conozco la idea intuitiva
de angulo.

Utilizo las herramientas
geométricas como el
transportador, compas y
laregla.

Conozco los distintos
sistemas de medicidn de
angulos.

Conozco distintos tipos
de figuras geométricas
como poligonos
regulares y poligonos
irregulares.

Conozco las propiedades
de las figuras
geométricas,

Conozco las férmulas
para hallar perimetros,
areas y volimenes.

Identifico en situaciones
{os conceptos de recta,
segmento, semirrecta y
linea.

ldentifico los elementos
de los dngulos y sus
caracteristicas.

Deduzco, cuando es
posible, las medidas
delos dangulos o de
segmentos sin necesidad
del transportador, regla
0 compas.

Opero con angulos en
distintos sistemas de
medicion.

Clasifico las figuras
geométricas segln sus
angulos o sus lados.

Comprendo las
propiedades de las
figuras geométricas y
las utilizo para resolver
problemas especificos.

Comprendo las formulas
de perimetros, areas

y volimenesy puedo
descomponer figuras
irregulares en partes
conocidas para hallar
areas y vollimenes.

Aplico los conceptos de
linea, recta, semirrecta y
segmento en mi entorno.

Aplico mis
conocimientos de
angulos en mi entorno.

Aplico las herramientas
como el compas, la regla
y el compés para resolver
problemas cotidianos.

Opero y convierto
angutos de un sistema de
medicidn a otro, seglin
convenga o seglin el
contexto.

Identifica, clasificay
caracteriza a las figuras
geométricas.

Aplico las propiedades
de fas figuras
geométricas en
situaciones de mivida
cotidiana.

Aptlico las férmulas de
perimetros, dreas para
resolver problemas
de mi entornoy de mi
contexto.




« Estructuray » Tratamiento
transformacion: elementos de las formulas
bésicos de geometria. = geométricas,

los criterios de
congruenciay
semejanza de

triangulos. ;i
7

Tratamiento visual
de las propiedades ™~
geométricas, )
los criterios de 4
congruencia y ¥
semejanza de B,

triangulos.

« Patrones y formulas de
perimetro de figuras
geométricas. ;Cuadnto
material necesito para cercar
un terreno? ;Cuél figura tiene
perimetro menor?

Patronesy férmulas de area
figuras geométricas. ;Con
cudnta pintura alcanza para
pintar la pared? ;Tienen la
misma area? ;Qué area es
mayor?. Patrones y formulas
de voldmenes de figuras
geométricas. ;Las formas
de medir voldmenes en

mi comunidad? ;Tienen el
mismo volumen?

Patronesy férmula para la
suma de angulos internos
de poligonos. ;Para qué
puedo usar estas férmulas
generales? jLa suma de
los angulos internos de un
cuadrado es?

Patrones y formulas de
algunos angulos en una
circunferencia. “Midiendo los
dngulos entre las manecillas
delreloj”, los angulos de las
esquinas de una cancha de

1




- Criterios de congruencia
de triangulos y poligonos:
:Qué tipo de configuraciones
figurales se precisan para
tratar con poligonos,
sus propiedadesy
estructuras, relaciones
y transformaciones?
iCongruencia o semejanza? El
tratamiento de la reduccidn
y la copia. Figuras iguales y
figuras proporcionales.

« Teorema de Talesy
semejanza de triangulos;
:Cémo surgey en qué
situaciones es funcional?
(Calculando la altura al medir
la sombra? Figuras a escala.

- Significa las formulas de
perimetros, areas y volumenes de
figuras geométricas con el uso de
materiales concretos y digitales.

» Caracteriza y clasifica a las
configuraciones espaciales
triangulares segun sus
disposiciones y sus relaciones.

» Significa los criterios de
congruencia de triangulos
constructivamente mediante
distintos medios.

« Interpreta visualy
numéricamente al teorema de
Tales en diversos contextos y
situaciones cotidianas.

» Construir tridangulos con lados
dados, con dos lados y un
angulo dado, o conunladoy dos
angulos dados.

+ Reconfigurar visualmente una
figura geométrica en partes
dadas.

« Estimar y comparar superficies y
perimetros de figuras rectilineas.

« Calculary argumentar en
cuerpos sélidos cual volumen es
mayor.

» Descomponer un poligono en
triangulos.

« Construir un triangulo semejante
auno dado.

« Medir la altura de un drbol a
partir de su sombra.

"/




;Puedes observar comportamientos 0 cualidades en otras personas que no te
gustaria tener? Casi siempre es mas facil ver los defectos y las virtudes de otras
personas que los propios. Si en vez de juzgar a los demds, aprovechamos lo que
vemos en ellos para reflexionar sobre lo queremos imitary lo que deseamos evi-
tar, las otras personas pueden ser como espejos gue nos permitan identificar
conductas, actitudes o pensamientos que pueden ocasionarnos problemas o da-
fiar a alguien mas.

Piensa en alguna persona que tenga actitudes o comportamientos que no
te gustan y que no quisieras imitar.

(Cémo se comporta?

;Qué crees que piensa?

;Cudl es su actitud ante lavida?

;Qué emociones te provoca ver este tipo de actitudesy comportamien-
tos?

En equipos, comenten las respuestas del ejercicio anterior. Luego escri-
ban sus respuestas.

Con base en la reflexién del ejercicio anterior, anota tres pensamiento, ac-
titudes o conductas que quieres evitar en tu vida.

De las conductas o actitudes anteriores, elige la que te parezca mas
importante a prestar atencion para evitarla.

;Qué puedes hacer para evitarla?

Resumen

Si bien lo que valoramos es muy importante ya gue nos proporciona un sentido de
direccion en la vida, es igualmente importante reflexionar sobre lo que queremos evitar.
En caso de que identifigues alguna conducta, actitud o pensamiento no deseado, el
entrenamiento en las habilidades socioemocionales te ayudaré a trabajar con ellos. El

[=]
primer paso es reconocerlo y estar alertas a cuando actuamos de esa manera.




En el semestre desarrollaras tu Proyecto de vida, con la finalidad de clarificar qué deseas para ti y pue-
das tomar decisiones que marquen la direccion de tu futuro, asi como reflexionar las implicaciones que
tiene en tu vida el hecho de llevarlo a cabo.
< Organiza la informacién de tu Proyecto de vida.

1. Copiaycompletaen tu cuaderno el siguiente cuadro.

2. Escribe en la primera columna las metas mas importantes que deseas lograr. Agrega las filas que
sean necesarias.

Una vez que organices la informacién en la tabla, léela con atencidn para que tengas un panora-
ma general de lo que implica el planteamiento de tu Proyecto de vida.

Escribe por qué consideras que es importante elaborar un Proyecto de vida.

Elabora un organizador grafico en el que incorpores frases que te motiven a trabajar dia con dia
en tu Proyecto de vida, incluye tus metas para que las tengas presentes todo el tiempo. Coloca
este organizador en un lugar visible de tu casa. Utiliza el siguiente esquema para hacer un esbozo
y enriguécelo paulatinamente.

Proyecto de vida de:




Empecemos repasando las férmulas para calcular perimetros y areas de ciertos poligonos especiales. Estos forman la
base para calcular el drea y el perimetro de poligonos mas complicados.

Rectangulo Trapecio
Perimetro=2b+2a ' Perimetro=a+b+c+d

Cuadrado Paralelogramo

Perimetro = 4/ ‘ ' Perimetro=2a+2b

Triangulo - Papalote
Perimetro=a+b+c¢ - Perimetro=2a+2b

La planeacién de un perimetro adecuado para una ciudad es de mucha impor-
tancia. Un buen ejemplo es el pueblo francés de Neuf-Brisach en la frontera con
Alemania. Su perimetro representa lo mas avanzado en disefio de fortificacio-
nes de principios del siglo XVIIl. La primera linea de defensa, la més externa,
consiste en varias zanjas profundas con forma de estrellas excavadas en la tie-
rra para dificultar el avance enemigo y forzarlo a romper formacién. La segunda
linea de defensa es una muralla con forma octagonal. En la figura 2.1, los lados
del octégono se observan ligeramente curveados hacia adentro, esto con la fi-
nalidad de proteger en su totalidad cada lado def octagono desde las torres de
vigilancia ubicadas en cada vértice. Como puedes imaginar, llevar a cabo ese
trabajo fue una gran hazafia de disefio y de ingenierfa. '




Eje: Del tratamiento del espacio, la
forma y la medida, a los pensamien-
tos geométrico y trigenométrico

En esta seccién no vas a calcular el perimetro de esa fortificacion, pero si de una figura mas sencilla. Recuer-
da que vimos cédmo calcular distancias de distintas maneras, siendo el teorema de Pitagoras de mucha utili-
dad para “medir diagonales”. En la siguiente actividad vas a obtener el perimetro de una figura para calcular

la cantidad de alambre que se necesita para cercar un terreno.

¢ Lee la situacién y responde las preguntas.

Mi tio tiene un terreno como el que se muestra en la figura y lo quie-
re cercar con alambre. Va a colocar postes de madera a lo largo del
contorno a cada 5 my los va a usar para sujetar el alambre. Ademas,
quiere darle tres vueltas con el alambre, cada vuelta a diferente altura,

. para asegurar que las vacas del vecino no entren a su terreno.

En lafigura a escala, cada cuadrito representa un area de 10 m x 10 m.

1. ;Cuantos metros de alambre va a necesitar?

2. ;Cuantos postes va a necesitar?

£s muy comin encontrarse en situaciones donde hay que comparar
dos cantidades y decidir cual es la menor o mayor. En particular,
oreblemas de comparar distancias y perimetros son muy recurren-
tes, por ejemplo, jcudntos pasos para llegar a un lugar? ;A qué dis-
tancia debemos colocar los postes de un cercado o las columnas de
una construccién?

Aqui aprenderemos, a manera de ejemplo, acerca de un aparato lla-
mado oddmetro de rueda que sirve para medir distancias. Como
se ve en la figura 2.2, el odémetro es basicamente una rueda equi-
pada con un engranaje que se empuja mientras el engranaje lleva
la cuenta de la distancia que avanza la rueda. Este aparato sirve
principalmente para medir distancias largas, ya que se evita el estar
estirando y levantando una cuerda o un flexdmetro. Los coches por
ejemplo, ya traen un odémetro adaptado a las llantas y de esta ma-
nera se mide el kilometraje que lleva recorrido el coche.

Oddmetro de rueda.

Siqueremos que una vuelta del odémetro marque 1 metro de distancia, ;qué didmetro debe tener la rueda

del odémetro?




Para responder esta pregunta aplicamos la férmula de perimetro, pero ahora nos damos cuenta
que el dato que nos dan es el perimetro de la rueda, que es 1 metro, y nos piden el diametro. En-
tonces tenemos que despejar de la férmula del perimetro para obtener d = 2r = P/m. Al sustituir
P=1my m=3.1416, nos queda que d vale aproximadamente 0.3183 m 0 31.83 cm.

Algo importante en este tipo de situaciones es la precision. Si estamos disefiando un oddémetro
queremos que realmente marque la distancia correcta. Esto esta relacionado con la cantidad de
cifras decimales que incluimos en la respuesta. Aqui hemos considerado cuatro cifras decimales.
Con esta respuesta, ;qué precision podemos asegurar al medir 100 m?YY, ;al medir 1 000?

Veamos primero que si disefiamos un odémetro que mida 0.3183 m de didmetro, entonces, su
perimetro va a ser de 0.9999 m, esto quiere decir que por cada metro va a haber una discrepancia
de 0.0001 m entre lo que marque el odémetro como 1 metro y lo que en realidad es 1 m, es decir,
tenemos una precision de 99.99 %.

Entonces en 100 m, la discrepancia serd de 0.01 m o 1 cm, lo cual no es tan malo; en 1 000 m la
discrepancia seréd de 0.1 m 0 10 ¢cm, lo cual ya empieza a ser una distancia considerable. Y asi suce-
sivamente, entre mas larga sea la distancia a medir, mayor sera la discrepancia entre la distancia
que marque el odémetro y la distancia real. De aquf laimportancia de estar consciente de la preci-
sién que se pierde al truncar los nimeros hasta cierta cantidad de decimales.

. Lee la siguiente situacion y responde la pregunta.

1. En el juego de Pacman aparecen dos persona-
jes como los que se ven en la figura 2.3. Pacman
es un circulo de 24 mm de radio con una aber-
tura desde el centro de 60° a manera de boca.
El contorno del fantasma esta formado por un
semicirculo de 18 mm de radio (la parte de arri-
ba de su cabeza), dos segmentos de 30 mm de
longitud cada uno y tres semicirculos de 6 mm
de radio (las onditas de abajo de su sabana). Si
el que tiene mayor perimetro se come al otro,
¢ccudl de los dos ganaria?

S SR Ancho Alto
Lo 55 3. Calcula el perimetro de los rectangulos de la fi-
P gura 2.4 y comparalos. Las dimensiones de cada
N\ 412, 412 rectangulo estan indicadas en la imagen.

;Cual es el que tiene un mayor perimetro?

;Cudl es el gue tiene menor perimetro?

;Cuadles son las dimensiones del rectdngulo
con menar perimetro que puedes inscribir
enla circunferencia?




cia
cir,

1 la

=1
“

cia

i~

En las actividades anteriores trabajamos el perimetro. Ahora nos toca trabajar dreas. Como te puedes imagi-
nar, saber el area de un terreno es muy importante para el duefio. Otras profesiones donde las areas juegan
papeles importantes son en la pintura y en la carpinteria. Un pintor necesita saber el drea total a pintar para

dar un presupuesto de cuanto va a cobrary de cuanta pinturava a utilizar. Un carpintero necesita longitudes
y areas para saber la cantidad y la forma de la madera que va a utilizar. Y asi podemos seguir, albafiiles, ar- i
quitectos, de una u otra manera necesitan calcular areas.
a
. Rectangulo i/, c Trapecio
Area=ab Area = (a+ b)h/2
B b '
!
/ Cuadrado a/ Paralelogramo
Area=[? Area=bh
b
L. b a
a/ iy < Triangulo c Papalote
Area = hbJ2 \‘V Area = cdf2
b

En ocasiones, una figura es muy complicada y no se ve una manera clara de cdmo obtener su area. Una
estrategia comUn es dividir a la figura en partes mds sencillas, tridngulos o cuadrilateros, ya que el drea de
éstos es mas facil de calcular. En las siguientes actividades puedes utilizar esta estrategia y todo lo aprendi-
do anteriormente para calcular diferentes tipos de areas.
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bocd

. Un pintor usa un bote de pintura para pintar
5m una parte de una pared. La siguiente porcion

de pared que va a pintar mide el doble de an-
choy el doble de alto. El pintor dice que va a
necesitar dos botes de pintura. ;Es cierto lo
que dice?

2. Se quiere pintar una casa como la que se
muestra en la figura. Calcula los botes de pin-
tura que se van a necesitar si se sabe que un
bote de pintura rinde 10 m?.

12m

Aligual que con el perimetro, a veces tenemos que comparar el area
entre dos regiones. Es mas, también nos pueden dar restricciones.
Por ejemplo, en esta figura 2.5 se muestran varias figuras con el mis-
mo perimetro, ;cual tiene el area mayor?

Ahora veamos como la informacién de area nos ayuda a deducir
otras cosas. A m anera de ejemplo hagamos una demostracion del
teorema de Pitdgoras que se basa en obtener el drea de un cuadra-
do de dos maneras diferentes.

o Enlafigura 2.6, el 4rea del cuadrado de la izquierda es (a + b)* = o
+2ab + b2. Por otro lado, el drea del cuadrado de la derecha es ¢ +
4(ab/2) = c*+2ab.

Pero ambos son el mismo cuadrado de lado a + b, por lo que deben

tener la misma area. Al igualar las dos expresiones nos queda a* +
2ab + b? = c? + 2ab, que se simplifica a a® + b* = ¢?, que es precisa-
mente el enunciado del teorema de Pitagoras.

Responde las preguntas.

1.Calcula el 4rea de cada una de las partes del tangram que mide 12 cm x
12 ¢cm. Toma en cuenta que los puntos £y Fson los puntos medios de los
segmentos AD y AB, respectivamente.

fuok

.{Qué partes tienen la misma 3rez?

.iCuanto mide la diagonal det cLzdrado gue contiene a todas las piezas?

(d

€3




Eje: Del tratamiento del espacio, la
forma y la medida, a los pensamien-
tos geométrico y trigonométrico

Una manera de resolver la actividad del tangram es dividiendo a todas las figuras en tridangulos

ntar iguales al mas pequefio de la figura. De esta manera, es mas facil y directo comparar todas las
-ton areas. Este tipo de estrategias es muy (til para calcular areas, a veces hay que dividir en cuadritos,
an- otras en triangulitos u otro tipo de figura, ya depende de cada problema.

vaa

s lo

' se 4 Resuelve,

n- ‘ ' .

un 1. Volviendo al juego de Pacman. Calcula el area de Pacman y del fantasma.

2. Halla las areas de los tridngulos ABH, ABE, ABC, ABF y ABG y compdralas. Toma en cuenta
que AB es paralela a HG.

H E C F G

A 6 B

Productos esperados

 Copia la figura en una hoja independiente y responde las preguntas. Guarda tu trabajo
como evidencia de tu aprendizaje.

1. Enesta figura se muestra una enmallada hecha con triangulitos equildteros que tienen area 1.
(Cual es el area de cada una de las figuras?

(Qué drea es mayor?




Los prismas basalticos son una formacion rocosa que se carac-
teriza por su forma geométrica. Esta impresionante zona esta
ubicada en Huasca de Ocampo, Hidalgo.

| Cubo

Volumen = lado®

Prismas

Volumen = drea de la base x altura

Piramides

i Volumen = area de la base x altura/3

Ahora estudiaremos ciertos solidos conocidos como po-
liedros. Estos son la versién tridimensional de los poligo-
nos planos que hemos visto, de hecho, la caracteristica
principal de los poliedros es que sus caras son poligonos.
Los elementos de un poliedro son caras, aristas y vértices.

A continuacién se presentan las férmulas para encontrar el
volumen de algunos poliedros.

[ TTEEIY PR
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Eje: Del tratamiento del espacio, la
forma y la medida, a los pensamien-
tos geométrico y trigonométrico

tiemelo

Unos ratones geométricos comen un peda-
zo cUbico de queso de manera muy especial.
Sélo comen cuatro esquinas del cubo como se
muestra en la figura 1.39, dejando el tetraedro
sombreado que queda en el centro sin comer.
Si el cubo de queso mide 6 cm de lado, ;qué
cantidad de queso queda sin comer?

Glosario.

Tetraedro (del griego
cuatro caras), es otra forma
de llamarle a una piramide
triangular.

Un tetraedro regular es
aquel cuyas caras son
El volumen del cubo de queso original es de tridngulos equilteros.

6x6x6=216cm?.

Luego, cada esquina que se comen es una pira-
mide triangular cuya base tiene un area de 6 x
6/2 =18 cm?. La altura de la pirdmide es también
6 cm, asi que su volumen es 18 x 6/3 =36 cm®.

o_ ~

0- . .

ca Finalmente, como son cuatro esquinas las que se comen los ratones, entonces, el vo-
'S lumen del pedazo central que queda sin comeresde 216 -4 x36=216 - 144 =72 cm?,
s,

el

< En esta actividad construiras un tetraedro regular. Necesitas dos hojas de papel
cuadradas idénticas, cinta adhesiva y tijeras.

i

Primero pones una hoja encima de la otra y pegas TRES de
sus orillas con cinta adhesiva. Asf obtienes una hoja doble
con un lado libre que luego vas a usar para “inflar las hojas” Dfp—-—=—=—=~""="A"~""~—~——---—- C
y formar el tetraedro. Pero primero tienes que prepararlo,
ya que sus caras deben ser triangulos equilateros. .

2. Sobre la hoja doble dibuja un tridngulo equildtero como
se observa en la figura 2.9 y traza la linea paralela a AB que
pasa por E. E esta cerca del lado sin cinta adhesiva. Luego
corta a lo largo de esta linea.

Ahora marca dobleces que ayudaran a darle forma al tetrae-
dro al momento de “inflarlo”. Para esto dobla a lo largo de
AE, asegurate de doblar tanto hacia arriba como hacia aba-
jo, hazlo mismo a lo largo de BE. Estas lineas serviran luego
como aristas del tetraedro.

€8

4. Finalmente, ya estds listo para el “inflado”. Separa el lado
libre que no pegaste y levanta una hoja hasta que E quede LE
lo més arriba posible y C coincida con D. Los lados libres no
pegados de cada hojita deben coincidir consigo mismo. Ahora pega esta nueva
arista que se ha formado para que el tetraedro quede firme y jlisto!

¢Por qué el sélido que se ha formado es un tetraedro regular?

BN




Poder comparar volimenes también es de mucha importancia, por ejemplo, ;cémo sabescuénto
aire le cabe a tus pulmones? ;0 cudnta gasolina le cabe al tanque de un coche?

Ya vimos cémo calcular el volumen de ciertos tipos de sélidos, sin embargo, muchas veces en la
préctica calcular volimenes es muy dificil, ya que nos encontramos con formas muy irregulares.
Por ejemplo, imaginate que quieres obtener el volumen de una pepita de oro. Puedes empezar
a medirla y tratar de aproximarte primero con un prisma rectangular, pero este método es poco
preciso y tedioso. Una forma mas facil es usando agua. ‘

Resulta que al sumergir por completo cualquier objeto en agua, el volumen del objeto es igual al
volumen del agua que desplaza. Esto se conoce como principio de Arquimedes, ya que él lo des-
cubrié al tratar de calcular el volumen de una corona (supuestamente) de oro, tarea que el rey le
habia encargado y que tenfa que cumplir a cabalidad.

Entonces, regresando a nuestro problema de calcular el volumen de una pepita de oro: basta su-
mergirla en agua en un recipiente graduado, entonces, el volumen de la pepita es precisamente la

diferencia entre lo que marcé el agua antes y después de sumergirla.

Puedes practicar usando este método para obtener el volumen de una piedra o cualquier cosa que
tengas a la mano.

Aetividad -

Lee las situaciones y responde {as preguntas.

1. Hallalos volimenes de los poliedros.

Prisma que tiene por base un pentdgono regular de lado 5 cm, 4.25 de radio y altura
de 10 cm.

Cubo de 15 centimetros de lado.

Prisma que tiene por base un octagono regular de lado 15 cm, una apotema de 18.11 cm
y alturade 5 cm.

Pirdmide con base octagonal regular, con area de 77.25 cm’y altura de 3 cm.

Piramide que tiene por base un pentagono de lado 20 cm, una apotema de 13.76 cmy
de altura 7.cm.

Prisma que tiene por base una rectangulo cuyo largo mide 3 cm, su ancho 1 cmy su
altura 4 cm.

7. Ellobo feroz tiene una gran capacidad pulmonar, él puede soplar 500 litros de aire
en una sola exhalacidn. Si el lobo feroz logra soplar mas aire que el que le cabe
al granero de la figura, entonces, lograra tirarlo. ;Estaran los tres cerditos a salvo
adentro del granero?

El lobo feroz se da cuenta que él solito no va a poder derribar la casa, asi que va a lla-
mar a sus amigos. ;Cuantos lobos feroces seran necesarios para derribar el granero?
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Recuerda que vimos que la suma de los dngulos internos de cualquier poligono esta
dada por la férmula:

180° % (n - 2)
Pero... ;Qué nos garantiza que una férmula funciona? ;Una demostracién! En matemé-
ticas no basta con afirmar que algo es cierto, hay que demostrarlo. Por ejemplo la de-
mostracion de que la suma de los dngulos internos es 180° es la siguiente:

Dado un triangulo cualquiera, sin pérdida de generalidad tomamos un lado como base
(AB) y trazamos una paralela (DE) a ese lado que pasa por el vértice opuesto (C), como
muestra la figura 2.10. Dado que son paralelas, los dngulos ay & son iguales, por ser al-
ternos internos; analogamente y= €. Dado que 8, By estan sobre un segmento, forman
un angulo llano, asi a+ B+ y=180°.

Conlo anterior podemos afirmar que para cualquier tridangulo se cumple esa propiedad.
Ahora es tu turno de demostrar algunas propiedades, asi que recuerda todo lo visto an-
teriormente porque utilizards varias propiedades.

Lleva a cabo las siguientes demostraciones.

i. Demuestra que en todo poligono convexo la suma de ‘fﬁrk

sus angulos internos es 360°.

feat

Demuestra que en toda estrella de cinco picos, lasuma
de los angulos de los picos es 180°.

3. Demuestra que todo angulo inscrito en una circunfe-
rencia que subtiende un didmetro es recto. \

Investiga acerca de la induccién matemética para demostrar proposiciones que
dependen de una variable natural y demuestra la férmula para calcular la suma
de los angulos internos de cualquier poligono.

Demuestra que si tienes
una terna de nimeros a,
byctalesquea®+b2=¢,
entonces el triangulo que
tiene porladosa,byces
rectangulo.




a de los anoulos interm:
drado es...”?

Un cuadrado tiene todos sus lados iguales y todos sus dngulos igua-

les. Ademés, sabemaos gue cada angulo interno mide exactamente
f=3

90°y en total la suma de los 2ngulos internos es 360°.

Ahora veremos un ejemplo de cémo combinar conocimientos acerca
de longitudes y angulos para obtener informacion que en un princi-
pio parece escondida.

En la figura se observan un cuadrado ABCD y un triangulo equilatero
ABE. ;Cudnto mide el angulo AED?

Primero, los angulos del cuadrado son todos de 90°.

Por otra parte, los dngulos del tridngulo equildtero son todos de 60°.

Hasta ahora todo bien, ; pero cémo se encuentra la medida del angulo AED?

La clave estd en las distancias. Los lados del cuadrado son todos iguales, es mas, también son
iguales a los del tridngulo equilatero ya que tienen un lado en comun. Entonces el segmento AE

mide lo mismo que el segmento AD, es decir, el tridngulo AED es isOsceles.

De aqui podemos deducir que los angulos ADE y AED son iguales. Ademis, junto con el dngulo DAE
deben sumar 180°. Pero sabemos que al angulo DAE lo componen un angulo de 90° y uno de 60°,
entonces su medida es de 150°. Por lo tanto, los 30° que faltan para 180° se lo tienen que repartir

equitativamente entre ZADEy ZAED.

Entonces, concluimos que ZAED mide 15°.

- Lee la situacion y responde lo que se pide.

«

i

Usa la misma idea del ejemplo anterior para encontrar la medida del an-
gulo AED en esta figura 2.11, que ahora consta de un cuadrado ABCDy un

tridngulo equildtero £DC dentro de él.

2. Encada ejercicio, halla el valor de x para conocer el valor de cada angulo.
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Midamos otro tipo de angulos, unos mas dindmicos, como las manecillas del reloj.

" Primero, recordemos que toda la vuelta del circulo equivale a 360°. Como el reloj estd

dividido en 12 horas, cada hora va a representar 360°/12 = 30°.

Asi, por ejemplo, cuando el reloj marca la 1:00 el dngulo que forman las manecillas es
de 30°. Cuando el reloj marca las 2:00 el angulo que forman las manecillas es de 60° y
asi sucesivamente.

Sin embargo, calcular el angulo de las manecillas cuando no es una hora exacta se vuel-
ve mas dificil. Por ejemplo, ;cual es el dngulo de las manecillas cuando son la 12:30?

Para resolver esta pregunta notemos que el horario avanza un angulo de 3¢° por cada hora.
Por otro lado, el minuteroc da una vuelta completa cada hora, es decir, avanza 360°. Esto
guiere decir que por minuto, el horario avanza 0.5°, mientras que el minutero avanza 6°.

Con esto en mente, podemos encon-
trar el angulo que forman el horario
y el minutero cuando son las 12:30.
Empecemos cuando son las 12:00,
ambos, el horario y el minutero apun-
tan al 12, formando un &ngulo de 0°
entre ellos. Después de media hora, el
minutero avanzd 180°, posicionando-
se frente al 6, mientras que el horario
avanzd solamente 15° posicionando-
se en medio del 12y el 1. Por tanto, el
angulo que forman el horario y el mi-
nutero es de 180° - 15°=165°,

Puedes jugar con el reloj
interactivo para ver mas
angulos.

http://bkmrt.com/dSrgCX




Actividad

¢ Con base en lo anterior, responde la siguiente actividad.

1. Calcula el dngulo que forman las manecillas del reloj a las siguientes horas. Pri-
mero de manera tedrica usando lo aprendido en esta seccién y luego corrobora
con el transportador.

5:00 1:30

8:30 1:20

Como ya vimos, la medida de los angulos interiores de un poligono regular es

. e - ®180° x (n - 2)/n. Una pregunta interesante es, ;cuando el angulo que se obtiene cabe

V:;;avfr:*?:;::iteoiadgema exactamente en 360°7 Dicho de otra manera, ;cudndo podemos juntar varias copias de

feseladones P un mismo poligono regular pegdndolos uno at lado del otro alrededor de un solo vértice

http://bkmrt.com/BzJqRr sin que, se traslapen y cubran toda la vuelta? La respuesta es que solamente se puede
con tridngulos equilateros, con cuadrados y con hexagonos regulares.

La pregunta anterior esta esta relacionada con la siguiente pregunta, ;con qué poligo-
nos regulares es posible llenar todo el plano al pegarlos uno al lado del otro sin que se
traslapen? Resulta que la respuesta es la misma: con triangulos equilateros, cuadrados
y hexdgonos regulares.



Eje: Del tratamiento del espacio, la
forma y la medida, a los pensamien-
tos geométrico y trigonométrico

@ En la figura se ilustra como llenar el plano con estas tres figuras. Se han utilizado colores para re-
i saltar la simetria y los patrones que se pueden formar.

WA

s. Pri-
obora

Esporla simetriay los patrones que se forman, que este tipo de figuras aparecen recurrentemente
en arreglos geométricos planos como los azulejos de una pared, el adoquin en las calles o en la

. cuadricula de las hojas de tu cuaderno. Este tipo de figuras se llaman teselaciones del planoy aqui
s6lo hemos presentado aquellas que se obtienen con poligonos regulares.

Intenta por tu cuenta llenar el plano con pentagonos regulares, ;qué falla?

4 Lee la situacion y responde la pregunta.

1. Un kilo de cal alcanza para marcar 20 m de linea de una cancha de futbol. De acuerdo a la
figura, ;cudntos kilos de cal se necesitan para marcar todas las lineas de la cancha como se

muestra?
f 30m .

1mderadio

Cuadratura del circulo

ir es

cabe ,

s de Se denomina cuadratura del circulo al irresoluble pro-

rtice blema geométrico consistente en hallar con sélo regla

Jede y compas, un’cuadrado cuya area es igual a la de un
circulo dado. Este es un ejemplo de cémo un problema
geométrico puede desembocar en una solucidn teérica

ligo- y algebraica, al contrario de lo que ocurre usualmente:

e se resolver un problema tedrico de manera geométrica.

ados

La solucion del problema estd asociada al concepto de
nimero trascendente, en especifico, al hecho de quela
raiz cuadrada de m es un niimero trascendente.




Empezaremos esta seccién con el concepto de congruencia. Decimos que dos objetos son congruentes si
son exactamente el mismo pero en diferente posicién. Por ejemplo, dos tuercas idénticas, dos lapices, dos
pelotas, etcétera.

Visualmente puede resultar facil decidir si dos objetos
son congruentes, basta compararios uno al lado del otro
y ver si coinciden. En la practica esto puede tener muchas
complicaciones, por ejemplo, ;como le haces si quieres
saber si dos aviones tienen el mismo fuselaje? Habria que
efectuar muchas medicicn

Con este ejemplo del zvidn, nos damos cuenta que ne-
cesitamos ciertos criterics parzs decidir si dos figuras son
congruentes a pariir C =gidas. En general, depen-
diendo de la figurz. puade ser tedioso y complica-

do, por esta rzz¢ér estucizremos primero los criterios de

congruenciz 027z 237 ¢ =2z sencillas: los tridngulos.
Las personas dedicadas a fabricar adequines deben
tener conocimientos de figuras congruentes.
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Eje: Del wratamients de §Ebﬁd’iﬁ iz
forma y iz medida, 2 los pensamien-
tos geometrics v tri femmc rice

Decimos que dos trlangulos son congruentes Si son exac-
tamente el mismo triangulo pero en diferente posicion.

Escribimos AABC = ADEF, para decir que el tridngulo ABC
y el tridngulo DEF sen congruentes. D F

Para verificar que dos tridngulos son congruentes habria que hacer ;12 mediciones! Esto es, habria que medir
los lados y los angulos de ambos tridngulos y verificar que hay parejas correspondientes que miden lo mis-
mo. Por ejemplo, en la figura tenemos estas igualdades de pares de segmentos: AB = ED, BC = EF, AC = DF; al
igual que las siguientes igualdades de pares de angulos ZABC = /DEF, /BCA= ZEFDy £CAB = ZFDE. Como
puedes darte cuenta, en el dibujo colocamos algunas marcas que sefialan cudles lados y dngulos son iguales.

Afortunadamente, como veremos en la siguiente seccion, podemos ahorrarnos la mitad del trabajo debido
a los tres criterios de congruencia.

¢+ Con base en la definicién de triangulos congruentes responde lo que se pide.

1. Enlafigura, ;cudles tridngulos son congruentes entre si?

-~ —

://
// /
Y SN——

2. Responde las preguntas.

Si dos lados de un triangulo son iguales a dos lados de
otro triangulo, ; puedes garantizar que los lados restantes
son iguales?

Si ademas de los dos lados iguales, los angulos compren-
didos entre ellos son iguales, ;puedes garantizar que los
lados restantes son iguales?

¢Puedes construir un tridngulo con las mismas medidas
de los lados de otro, pero no idénticos?

Si dos triangulos son congruentes y uno tercero es con-
gruente a uno de ellos, ;es congruente con el otro?

Si dos triangulos estan en espejo, ;son congruentes?

3. Un par de zapatos, ;son congruentes entre si?

Divide la figura 2.13 en cinco triangulos congruentes.




congruentes.

Como mencionamos, existen tres criterios que nos ayudan a verificar cudndo dos triangulos son
congruentes:

Criterio LAL. Si dos tridngulos tienen dos pares de lados iguales y los dngulos comprendidos
entre estos lados también son iguales, entonces los tridngulos son congruentes.

Criterio LLL. Si dos tridngulos tienen sus tres lados correspondientes iguales, entonces son

Criterio ALA. Si dos tridngulos tienen dos pares de angulos iguales y el lado comprendido entre

estos angulos también igual, entonces son congruentes.

En las figuras se observan parejas de tridngulos congruentes que ilustran los datos que necesita-
mos para cada uno de los criterios de congruencia. Segmentosy angulos iguales estan sefialados
con marcas iguales; lados punteados y dngulos no marcados son datos desconocidos.

Otra forma de pensar acerca de los criterios de congruencia es haciéndose la pregunta: ;en qué
grado ciertas medidas de un tridngulo determinan por completo su forma? O dicho de otra mane-
ra, ;qué informacién necesito para dibujar una copia de un triangulo dado?

Una geodésica consta de tridngulos equilateros
congruentes.

La respuesta es precisamente los tres criterios
mencionados. Es decir, para dibujar una copia
exacta de un triangulo necesitamos ya sea:

. Lamedidadedos ladosy el angulo entreellos, o
Las medidas de los tres lados, o
La medida de dos dngulosy el lado entre ellos.

Por otro lado, también puedes preguntarte por
qué no existe un criterio AAL o uno AAA, es decir,
;puedes construir dos tridngulos con dos angu-
los y un lado iguales, en ese orden, pero que no
sean congruentes? ;Puedes construir dos trian-
gulos con angulos iguales y que no sean con-

gruentes. Ve pensando un argumento pues serd parte de una de las actividades siguientes. Por lo
pronto veamos unos ejemplos de cémo se aplican los criterios de congruencia.

Veamos unos ejemplos de como se aplican los criterios de congruencia.

%y

jai]

i

s B2



Eje: Del tratamiento del espacio, la
forma y la medida, a los pensamien-
tos geométrico y trigonométrico

Ejemplo
En la figura 2.15 se muestra un tridngulo isdsceles ABC y M es el punto medio de BC. De-
muestra que el segmento AM es perpendicular a BCy que ZBAM = ZCAM. A
Para esto vamos a demostrar que los triangulos ABM y ACM son congruentes usando el
criterio LLL.
Primero, AB = AC, ya que el triangulo ABC es isOsceles.
Luego BM = CM, ya que M es punto medio de BC. También el lado AM es comdn a ambos B c
triangulos.
ita-
jos Por lo tanto, por el criterio LLL, los dos triangulos ABM y ACM son congruentes. De aqui
) podemos concluir que los angulos correspondientes son iguales, esto es:
' LABM = ZACM, /BAM = ZCAMY /BMA = ZCMA.
%2 Entonces AM parte al angulo BAC en dos angulosiguales. Ademas, como ZBMA+ ZCMA=
. 180° y esos angulos son iguales, entonces ZBMA = ZCMA = 90°, que es lo que queriamos
demostrar.
- Ejemplo
Considera un tridngulo ABC, hacia afuera se dibujan los tridngulos equilateros PAB y QAC
— como se muestra en la figura 2.16. Demuestra que los segmentos PC y BQ son iguales.
gué
ine- Para esto, vamos a demostrar que los triangulos PAC y BAQ son congruentes usando el
criterio LAL.
rios . Primero, como el tridngulo PAB es equilatero, tenemos que el lado AP del triangulo PAC
»pia esigual al lado AB del tridngulo BAQ.
.
.

Luego, el angulo PAC es la suma de ZPABy ZBAC, pero ZPAB = 60° pues pertenece a un
)5, 0 triangulo equilatero, asi que ZPAC = 60° + ZBAC. De la misma manera ZBAQ = ZBAC +
5 50°. Por tanto, L PAC = ZBAQ.

llos. También, el lado AC del triangulo PAC es igual al lado AQ del tridngulo BAQ.

pQr Por lo tanto, podemos aplicar el criterio LAL para los tridngulos PAC y BAQ y concluir
&cln, que son congruentes. Finalmente, como son tridngulos congruentes, entonces, el par
lgu- . de lados que no hemos considerado también deben ser iguales, de aqui que PCy BQ
= 1o ; son iguales.

ian-

:OT‘ Estos dos ejemplos ilustran la utilidad de los criterios de congruencia: Con datos parcia-
lo

les pudimos concluir la congruencia de dos triangulos y a partir de esto explotamos la
congruencia de los tridngulos para deducir igualdades de dngulos o segmentos que en
un principio no teniamos.




Copiar un angulo usando regla y compés: dado el dngulo que se observa en la figura, copiarlo
sobre el segmento DE.

b Vamos a seguir estos pasos:

o
/
/

Usa el compads para trazar un arco pequefio con centro en D
\ y radio DE.

.. Con la misma abertura pero ahora con centro en A, traza un
A 0 D E arco que corte a los lados del angulo dado. Las interseccio-
nes de este circulo con los lados son los puntos By C que se
muestran en la figura de abajo.

- Ahora abre el compés de manera que sus puntas coincidan
con By C, con esta abertura pero con centro en £, traza un
arco que corte al arco del paso 1 que marcaste. Llama F al
punto de interseccién.

iListo! Traza la linea DF. El dngulo EDF es igual al angulo BAC.

Recuerda la definicién de triangulos congruentes y los criterios que los caracterizan para
responder los preguntas.

1. Usa el criterio LLL para demostrar que la construccion para copiar un angulo dado en un
segmento dado en verdad cumple el objetivo.

2. En estas figuras los segmentos y angulos iguales estan sefialados con marcas iguales. Para
cada una demuestra que los tridngulos sefialados son congruentes asi como el criterio que
utilizaste.

B

; B
C
A c
A
| D
" B
D

i

A

c
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3. Con las congruencias que es-
tableciste, ;qué nueva infor-
macién acerca de igualdad de
angulos o segmentos puedes
deducir?

4. Usa la figura comovejemplo
para explicar por qué no hay
un criterio de congruenciaALL.

De la misma manera que antes, decimos que dos poligonos son congruentes si son exactamente
el mismo poligono pero en diferente posicién.

Usaremos este concepto para explorar un poco la pregunta: ;en qué grado ciertas medidas de un
poligono determinan su forma?

Empecemos con cuadrilateros. A partir
de cuatro lados se vuelve tedioso y poco
practico enunciar criterios de semejanza,
ya que son muy variados. Aquivamos ain-
cluir nada mas uno a manera de ejemplo.

Criterio ALALA. Si dos cuadrildteros tie-
nen tres pares de angulos iguales y los
pares de lados comprendidos entre ellos
iguales, entonces son congruentes.

; Puedes describir un criterio similar para pentdgonos? ;Y para hexagonos?
¢ ¢

En las siguientes actividades veremos que no basta con saber las medidas de todos los lados para
decir que dos cuadrilateros son congruentes.




La férmula de Herén dice
que el drea de un tridngulo
es:

A= \/s(s —a)(s-b)(s-c)

donde g, by C son las me-
didas de loslados y

=(g+bh+c)f2

es el semiperimetro.

Del griego iso, mismay
metria, medida.

Aetividad

¢ Emplea lo aprendido de congruencia de cuadrildte-
ros para responder lo siguiente. Anota las respues-
tas en tu cuaderno.

1. Usa la figura 2.18 para explicar por qué no existe un
criterio LLLL para congruencia de cuadrilateros.

2. El sefior Pérez te pide ayuda para calcular el drea de
su terreno, para ello te muestra el dibujo de la figura

B 0o 2.19.

Explica por qué con los datos que se dan no se pue-

120 100 m de saber con seguridad el area del terreno.

En otra visita, el sefior Pérez te dice que la diagonal
marcada mide 160 m. Usa la férmula de Herén para
calcular ahora si el area del terreno.

A 140 m D

3. En tu cuaderno dibuja un cuadrilatero y genera un al-
goritmo para trazar otro congruente. ;Qué garantiza
que son congruentes?

Ahora cambiaremos de punto de vista, en lugar de medir figuras, vamos a moverlas.

Imagina que tienes dos recortes de figuras sobre una mesa. ;Cémo le haces para saber si
son congruentes? En este caso podemos mover los recortes, luego, basta ponerlos uno
sobre el otro y ver si coinciden.

Formalmente, a los movimientos que le hacemos a un recorte sobre la mesa les llama-
mos transformaciones rigidas o iz trias,ya que preservan las distanciasy los angulos.

LY Ees

Las isometrias en el plano pueden clasificarse a partir de tres tipos basicos: reflexiones,
rotacionesy traslaciones. Cualquier otro tipo de isometria es una combinacién de estas
tres. Estas figuras describen de qué trata cada una.
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La reflexion consiste en copiar lo que esta de un lado de la linea al otro lado, de manera
gue todo se “voltea” como se observa en la figura. Puedes imaginar que la linea recta es
un espejoy una figura es el reflejo de la otra.

Para hacer una rotacion necesitamos elegir un punto en el plano y un angulo. Luego,
cualquier figura en el plano la rotamos con respecto al punto elegido y el angulo corres-
pondiente como se observa en la figura.

En esta pagina puedes
jugar con reflexiones, rota-
ciones y traslaciones.

http://bkmrt.com/4V5CnJ

Por ultimo, la traslacidn sélo es el movimiento en una direccién y a una distancia pre-
determinadas.

Ejemple

Considera un triangulo ABC, hacia afuera se
dibujan los triangulos equilateros PAB y QAC
como se muestra en la figura 2.20. Demuestra
que los segmentos PCy BQ son iguales.

Este ejemplo ya lo trabajamos en la seccion
de congruencia de triangulos, pero ahora lo
vamos a ver desde el punto de vista de isome-
trias. En particular, veremos que pensar en tér-
minos de rotaciones nos va a ayudar.

Veremos cual es el efecto de hacer una rotacion
de 60° alrededor del punto A.

Primero, observamos que el punto P al rotarlo se mueve a donde esta el punto B. De la
misma manera, el punto C se mueve a donde esta el punto Q.

Entonces podemos concluir que el segmento PC al rotarlo se va a mover al segmento
BQ,y como la rotacion preserva las distancias, entonces, el segmento PC esigual al seg-

mento BQ.

Te invito a que corrobores todo esto usando tu transportador.

Aotividad .

3
< Emplea lo aprendido de isometrias para responder lo siguiente. Anota las res-
puestas en tu cuaderno.

1. Indicacbémo, através de una combinacion de reflexiony traslacion, se puede mo-
ver la huella del pie izquierdo para que coincida con la huella del pie derecho.

Pie izquierdo
Lo

Pie derecho




2. Indica qué tipo de isometria se ha efectuado en cada una de las parejas de figuras. jCuida-
do! Hay una que no es isometria, indica cual es.

{< o

Dibuja la figura que se obtiene al rotar el drea sombreada un angulo de 60° alrededor del
punto O. Repite este proceso hasta llenar todo el hexagono.

$

Betividad

Copia la imagen siguiente en hojas sueltas y desarrolla la actividad, considerando los da-
tos de la figura. Guarda tu trabajo como evidencia de tu aprendizaje.

El poligono es un octagono regular de cuatro uni-
dades de lado.

. La distancia entre extremos de la estrella es de
ocho unidades.

Halla las medidas siguientes.
El radio del octagono.
La apotema del octagono.
El perimetro del octagono.
El drea de la regidn blanca.

Utiliza las medidas halladas para calcular el
area de la region sombreada.
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Cuando hacemos un dibujo en papel muchas veces tenemos
que recurrir a la escala, por ejemplo, al dibujar un perro o al
hacer el plano de una casa. Obviamente un dibujo a tamafio
real no cabe en el papel, asi que lo hacemos mas pequefio; el
tamafio en si no importa, lo que si es importante es mantener
la misma proporcion para todas las partes. En Matematicas a
este concepto se le llama semejanza; mas precisamente, de-
cimos que dos figuras son semejantes si son la misma pero
en diferente posicidn y en diferente escala.

Aligual que en el tema anterior, estudiaremos primero la se-
mejanza de triangulos, ya que son las figuras mas simples.

Como viste anteriormente si dos tridangulos coinciden en sus dngulos no significa que seaniguales,
sin embargo esta caracteristica no debe despreciarse, como veras a continuacién.

Decimos que dos triangulos son semejantes si son F
exactamente el mismo triangulo pero en diferente
posicién y en diferente escala.

Escribimos AABC ~ ADEF, para decir que el triangulo
ABCy el triangulo DEF son semejantes.

Aligual que con triangulos congruentes, para verificar que dos triangulos son semejantes, habria
que hacer 12 mediciones. Esto es, habria que medir los angulos y verificar que las parejas corres-
pondientes miden lo mismo, en la figura se tienen estas igualdades de angulos:

ZABC=2ZDEF, /BCA= LEFDy /CAB = ZFDE.




De la misma manera habria que medir los tres lados de cada tridngulo y verificar que son propor-
cionales. Es decir, contrario a la congruencia, las parejas de lado ya no medirian lo mismo pero si
tendrian que mantener la misma proporcion. En otras palabras, se debe tener la siguiente igual-
dad de proporciones:

AB BC AC , .
——="-=""=razdn de semejanza.

ED EF DF

La razén de semejanza es precisamente el factor de escala y se puede interpretar geométricamen-
te como qué tan chico (o grande) es el tridngulo DEF con respecto al trigngulo ABC.

Aligual que con la congruencia, para la semejanza también tenemos criterios que nos ahorran el
trabajo de verificar todas las condiciones anteriores. Estos criterios los veremos en la siguiente
seccién. Primero veamos un ejemplo de cdmo se aplica la semejanza.

En la figura 2.22, el tridngulo chico es semejante al grande. ;Cudnto mide el segmento marcado
con la letra x?

Primero, los tridngulos semejantes son AABC ~ AAEF,

C
Ahora calculamos la razén de semejanza. En este caso,
los lados que nos interesan son:
X . AB_BC
AE EF
Como nosdicen que ABmide 15 my AE mide 5m, enton-

ces, la razén de semejanza es 15:5 = 3:1 o simplemente
3. Es decir, los lados del tridngulo grande son tres veces
mas grandes que los lados del tridngulo chico.

Con esta observacién, podemos calcular x; BC y EF tienen que estar en la misma proporcion de
semejanza, esto es x/3 = 3, 0 en palabras, x debe medir tres veces mas que el lado correspondiente

que mide 3 m. Por tanto, x=9m.

Con base en la definicion de tridngulos semejantes responde lo siguiente.

1. Responde las preguntas.

;Puedes construir un tridngulo con angulos iguales a los de otro, pero que no sean se-
mejantes?

Si dos lados de un tridngulo son proporcionales a dos de otro triangulo, i puedes asegu-
rar que los lados restantes también son proporcionales?

Si ademas los angulos son iguales, ; puedes asegurar que los triangulos son semejantes?
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Actividad de aprendizaje 19 Productos esperados

4 Copia la imagen siguiente en hojas sueltas y resuelve el ejercicio. Guarda tu trabajo como evidencia
de aprendizaje.

1. Dibuja un triangulo semejante al que se da, de manera que el lado més grande coincida con el seg-
mento AB. ;Cudl es la razén de semejanza?

E

u- 3.6cm 5cm




De manera similar a los criterios de congruencia también contamos con tres criterios
que nos ayudan a verificar cuando dos triangulos son semejantes:

Criterio LAL. Si dos tridngulos tienen dos pares de lados a la misma proporcion y el
angulo comprendido entre estos lados igual al correspondiente, entonces tos tridn-
gulos son semejantes.

Criterio LLL. Si dos tridngulos tienen sus tres lados correspondientes a la misma pro-
porcién, entonces son semejantes.

Criterio AA. Si dos tridngulos tienen dos pares de angulos iguales, entonces son se-
mejantes.

En la siguiente figura se observan parejas de triangulos semejantes que ilustran los da-
tos que necesitamos para cada uno de los criterios de semejanza.

Considera un triangulo ABC y sean L, My N los
puntos medios de los lados BC, CA'y AB como
se muestra en la figura 2.24. Demuestra que NM
es la mitad de BC, LM es la mitad de ABy LN es
la mitad de AC. Ademas, los segmentos LM, MN
y NL dividen al tridngulo ABC en cuatro triangu-
los pequefios semejantes a él en razoén 1/2.

¢ Demostremos primero que el tridngulo ANM es
semejante al tridngulo ABC usando el criterio
LAL.

Para esto observamos que:

pues Ny M son puntos medios de AB y AC, respectivamente. Ademas, el angulo NAM es
igual a ZBAC ya que es comun a ambos triangulos. Por lo tanto, por el criterio LAL, los
triangulos ANM y ABC son semejantes en razon 1/2.
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De aqui que el tercer lado también debe guardar la misma proporcion, es decir, NM mide la mitad
de BC.

De manera similar se deducen las semejanzas de LMCy NLB con ABC y se concluye que LN mide la
mitad de ACy LM mide la mitad de AB.

Falta nada mas demostrar que el triangulo LMN es semejante a ABC. Esto lo podemos hacer usan-
do el criterio LLL de semejanza, ya que, por lo demostrado anteriormente, tenemos que:

NM_tM_IN _ T
BC AB AC 2

Entonces, por el criterio LLL, los tridngulos L MN y ABC son semejantes en razén 1/2.

¢ Repasa lo visto en el tema con los ejercicios.

1. Enlasfiguras indica cuales triangulos son semejantes y qué criterio utilizaste para llegar a
esa conclusion.

B % 50°
6cm 5¢cm
.
g,
« =55°

R S T

C H :
‘ 4.5cm . :
sy e 3em/ s e
A 6cm B D 9cm F G /
; 2. Argumenta por qué cada pareja muestra tridngulos semejantes.
| ] :
, 0.44/~389
¢ D 1 F
ColiB 1 2.02
A y A 2.27 B

A

D
A

C
(3
B
C
D,
B




Decimos que dos poligonos son semejantes si estdn a escala. Al
igual que con los triangulos, para los poligonos requerimos que
tos angulos correspondientes sean iguales y que los lados corres-
pondientes estén todos en la misma proporcion. A la proporcion
que guardan los lados le seguimos llamando razén de semejanza.

En la figura 2.25 se observan dos pentagonos semejantes en razén
2.5, es decir, el pentagono de la derecha es 2.5 veces mas grande que
el de laizquierda. Puedes verificar esto midiendo los segmentos.

De nuevo los criterios de semejanza para poligonos son tediosos y poco practicos. En el caso de
los cuadrilateros tenemos un criterio ALALA andlogo al de congruencia de cuadrilateros. Sin em-
bargo, aqui vamos a poner atencién sélo en rectangulos semejantes.

Recuerda que en un rectangulo los cuatro angulos son de 90°, asi que cualesquiera dos rectangu-
los satisfacen que sus dngulos correspondientes son iguales. Sin embargo, no todos los rectan-
gulos son semejantes, para esto se necesita ademas que los lados estén a la misma proporcion.

Con base en lo estudiado contesta lo siguiente.

1. Relaciona cada figura de laizquierda con la figura semejante de la derecha. Para cada pare-
jaindica cudl es la razén de semejanza.

3

L]
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Practiquemos con varios ejercicios de escalas. Pero primero, recordemos que una forma comdn
de representar escalas es:

2:5.

Esto significa que si un segmento mide 2 en una figura, el mismo segmento correspondiente en la
figura semejante va a medir 5. En términos de razén de semejanza decimos que la escala 2:5 co-
rresponde a unarazon de semejanza de 2/5=0.4.

En la figura 2.26 podemos observar dos gatos a escala. A simple vista es difi-
cil determinar la escala, pero si hacemos las mediciones correspondientes se
vuelve directo.

Por ejemplo, la altura del gato de la izquierda es 8 mientras que la del gato de
la derecha es 16. De aqui que la escala es 8:16 0 1:2.

Esto lo podemos corroborar al medir la cola, que corresponde a los segmen-
tos by b’. En el de la izquierda b = 6 y en la derecha b’ = 12. Aqui también la
escala es 6:12 o lo que es lo mismo 1:2.

De la misma manera, ¢y ¢’ estan en razén 3:6 0 1:2.

< Con base en lo estudiado contesta lo siguiente.

1. Reduce esta figura en una escala de 1:3.

2, Encuentrala razén de escala entre las siguientes figuras.

3. Calcula el drea de cada una de las figuras anteriores. ;Qué observas al comparar la razén de
semejanza con la proporcién de las areas?
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Ahoraveamos como se relacionan los conceptos de proporcién de segmentos con lineas
paralelas.

Si en la figura 2.27 los segmentos DE y

¢ BC son paralelos, entonces, dividen a
los segmentos AB y AC en proporciones
iguales, es decir:

g AD _AE
DB EC’
A b B Y viceversa. Si se cumple esta igualdad

de proporciones, entonces, los segmen-
tos DE'y BC son paralelos.

Este resultado se conoce como Teorema de Tales y su utilidad se basa precisamente
en poder pasar de proporciones de segmentos a rectas paralelas y viceversa. Vamos a-
ilustrar esto con un ejemplo. ' :

Ejemplo

Considera esta figura donde OD =
DA, OF = EBy OF = FC.

Alatransformacion que
manda el triangulo DEF al
tridngulo ABC se le llama
homotecia o dilacién con
centro O y razdn de escala
dos.

En particular se tiene que:
op_0E _
DA EB

’

entonces, por el Teorema de Ta-
les los segmentos DE y AB son
paralelos.

De la misma manera, se obtiene que los segmentos EF y BC son paralelos. Lo mismo
ocurre con los segmentos DF y AC. Este tipo de situaciones aparece cominmente en los
dibujos en perspectiva en donde O se conoce como punto de fuga.




Eje: Del tratamiento del espacio, la
forma y la medida, a los pensamien-
tos geométrico y trigonométrico

Ejemplo

Dividir un segmento en una proporcién dada: dado un segmento AB divi-
dirlo enrazén 1:2.

Sigamos estos pasos:

Dibujar una linea auxiliar que pase por A.

Con una abertura constante del compds marcar arcos a lo largo de lalinea
auxiliar para partir la linea en segmentos iguales. En este caso, con tres
segmentos es suficiente. Con esto se logra partir el segmento auxiliar en
razén 1:2, es decir AP/PR = 1/2.

Con ayuda de un par de escuadras trazar la paralela a BR que pasa por P. Llama C al punto de corte
de esta paralela con el segmento AB.

iListo! El punto C divide al segmento AB en razon 1:2.

Estos trazos funcionan debido al Teorema de Tales.

4 Lee atentamente la instruccion y desarrolla la actividad, anotando tus argumentos en tu
cuaderno.
1. Divide a un segmento dado AB en razdn 2:3. En este caso
necesitards un segmento auxiliar dividido en cinco partes
iguales.

1.5

2. Enlafigura 2.29 se muestran tres lineas paralelas cortadas 3.75
por dos transversales. Encuentra las longitudes de los seg-

mentos que faltan.

3. Siaunsegmento de 2 cm se le agrega otro de la mitad de
su tamano, ;cuanto mide el nuevo segmento? ;Y si en lugar
del segmento de la mitad de su longitud se le agregauno 1.5
veces mayor?

4, Halla el valorde x.

03] 1,03 kA -
¢ 1.62/5 AN E| 2.05 b
pL—"
EL+] 1.45 /A X
; E a
/Fﬁ / \ A 82




Ya nos familiarizamos con la semejanza y la escala. También vimos como sirven para
resolver problemas de Matematicas. Ahora veremos que también tienen aplicaciones
practicas. En esta seccion trabajaremos dos ejemplos de cémo aplicar la semejanza
para medir distancias que son dificiles de acceder fisicamente pero que a través de ob-
servacionesy de una planeacion ingeniosa se pueden obtener de manera indirecta.

Midiendo la altura edificios. Medir la altura de un arbol
o de un edificio puede resultar dificil, sobre todo si no se
puede acceder a la parte mas alta. La figura 2.30 mues-
tra un esquema con una manera de obtener la altura de
un edificio si se cuenta con un objeto auxiliar del cual si
se sabe la altura.

Supdn que a la distancia hay un poste de luz que sabe-
mos mide 4 m de alto. Una persona se coloca todavia
mas lejos de manera que en su linea de vision coincidan
la punta del poste de luz y el techo del edificio.

Ahora, se procede a medir las distancias entre la perso-
na, el poste de luz y el edificio.

En la figura 2.31 se muestran las medidas obtenidas. Usa
semejanza de tridngulos para obtener la altura del edificio.

Midiendo el ancho de un rio. En la figura se muestra
un diagrama para medir el ancho de un rio usando se-
mejanza. Con las medidas que se dan, ;cuanto mide et
ancho del rio?

Ahora veremos otro método para calcular alturas usando sombras.
Vas a necesitar medir la altura de una vara que tengas a la mano.

Mide la altura de la vara. En la figura 2.32 se observa
unavarade 1.5 m de alto.

Ahora mide las sombras tanto del arbol como de la
vara. Para este paso vas a necesitar ser rapido para
asegurarte que el soly las sombras no se muevan mu-
cho mientras haces las mediciones.

iListo! Con los datos gue obtuviste ya puedes calcular
la altura del arbot.




Eje: Del tratamiento del espacio, ia
forma y la medida, a los pensamien-
{os geométrico y trigonométrico

Este método funciona ya que los tridngulos que se forman con un objeto y su sombra son todos
semejantes sin importar la altura del objeto, siempre y cuando sea a la misma hora.

Entonces, para calcular la altura del arbol
basta con calcular primero la razon de seme-
janza entre las dos sombras y luego aplicar
esta proporcién para encontrar la altura del
arbol de acuerdo a la altura de la vara.

Usa esta idea para calcular la altura del arbol
que se observa en la figura 2.32 con los datos
que se dan.

Esta idea es fundamental para los arquitec-
tos, y aunque ahora hay software que ayu-
dan con los calculos, siempre ayudara cono-
cer el origen de los conocimientos.

Figuras a escala

Lo

Concluimos esta unidad midiendo figuras a escala. Una de las figuras a escala mas importante
que tenemos son los mapas que siempre vienen con una escala incluida que indica a cuantos
kilémetros o metros equivale cierta distancia marcada. El objetivo de este ejercicio es aprender
a medir distancias sobre un mapa, asi que saca tu regla para medir en el mapa que se muestray

poder contestar las preguntas.

1. ;Cudlesladistanciaen linearectaentre
la Ciudad de México y Mérida?

2. (Cudles la distancia minima aproxima-
da entre la Ciudad de México y Mérida
sino se puede atravesar por el agua?

. ¢Cual es la distancia mas larga entre
dos lugares de México?

4, ;Cudles la distancia mas corta entre el
Océano Pacifico y el Golfo de México?

§, ;Cuanto crees que tarde un viaje en co-
che de Tuxtla Gutiérrez a Mexicali?

utilizando la sombra de ésta.

P

Divisién politica de México.




El proyecto tiene como objetivo integrar los conocimientos
del primer parcial en una actividad. Desarrolla lo que se pide y
guarda tu trabajo como evidencia de aprendizaje.

En el segundo parcial estudiamos patrones, congruencia, se-
mejanza y escalas. Usemos todos estos conocimientos para
hacer un dibujo conocido como fractal molinillo.

4 Lee con atencién cada inciso y responde lo que se pide.

Dibuja en tu cuaderno un triangulo rectangulo con cate-
tos 1y 2 (figura 2.35). Nombra a sus vértices como ABC.
(Cuanto mide la hipotenusa?.

En el triangulo que dibujaste marca el punto D sobre AC
de manera que BD sea perpendicular a AC. Muestra que
los triangulos ABC y ADB son semejantes. ;Cudl es la ra-
z6n de semejanza?

Marca los puntos medios de BD, DC y BC y tsalos para
dividir al tridangulo en 5 tridngulos méas pequefios con-
gruentes entre si y semejantes al original (figura 2.36).
{Cuénto miden los lados de los tridngulos pequefios?
Ahora vas a copiary agrandar este patrdn, es decir, dibu-
ja triangulos congruentes a ABC alrededor de él siguien-
do el patron de colores, de manera que el triangulito
blanquito del centro corresponda con ABC. El resu!tado~,,
se debe ver como la figura 2.37.

5. iAqué escala estan los dos dibujos anteriores?
6. (Qué angulo tuviste que girar el patron?

Este proceso se puede repetir de manera indefinida pero no-
sotros vamos a hacerlo solamente una vez mas. Ahora cad
uno de los cinco triangulos que se obtuvieron anteriormente
hay que dividirlo en cinco triangulitos de la misma manera en
que se dividié a ABC al inicio. Se va a formar un nuevo patrén
como el que se observa en la figura 2.38. ;Cudntos maﬂgu tos
hay en total?

7. Ahora hay que copiar, agrandar y girar el patrdn de la fi-
gura 2.38 de manera que el tridgnguio amarillo coincid,
con ABC. En lafigura2.39 se cbserva la i '
escala donde el tridngulo amarilio
lo ABC. ;Qué angulo se tuvo gue ¢

En la figura 2.39, ;jcudl es iz
triangulo amarillo y el tridng




B

Hacia la prueba Planea

4 Utiliza esta seccion para preparar tu prueba Planea.

1. Sonlasrectas queformanunéangu- 2. Dos angulos son suplementarios si:
lode 90°.

su suma es igual a 180°

2. Rectas paralelas

. susumaesigual a90°

Rectas tangentes

£. Susuma es mayora 180°

¢. Rectas secantes

su suma es igual a 360°

Rectas perpendiculares

3. Cada angulo interno de un poligo- 4, En un poligono se pueden trazar 20 dia-
no mide 165.6°, ;cudntos lados tie- gonales desde un vértice, ;cuantos lados
ne el poligono? tiene el poligono?

25

24

23

5. Halla la expresion que determina 6. Halla el area sombreada utlllzando lo
el area sombreada. datos de la imagen.

7(4.05)°-16

7(4.05)* -16(1/(4.05)* ~1)
e, m(4.05)"-8(,/(4.05)-1)
7(4.05)? - 620D

2

16

7. Siun cubo tiene un volumen de 8. Las medidas de un terreno cUad
729 cm?, jcuanto mide cada uno larson 120 m, 60 m, 80 my 70 m
de sus lados? es su perimetro?

243 cm 0.33 km

. 8lcm

€. 27cm

9cm




valiia tus evidencias

4 Utiliza la lista de cotejo para identificar lo que dominas con base en las evidencias generadas
y guardadas en tu portafolio.

Descompongo un poligono en tridngulos para hallar la suma
de sus angulos internos.

Descomponer un

poligono en triangulos. Aplico la férmula para hallar la suma de los angulos internos

de un poligono.

Descompongo un poligono irregular en tridngulos para hallar
el érea.

El trabajo refteja mi comprension del tema “triangulos
semejantes”.

Construir un tridangulo

, ) Trazo tridangulos semejantes a uno dado.
semejante a uno dado.

suelvo problemas que involucran tridngulos semejantes.

- ‘ ,
Eltrabajo presentado tiene claridad y refleja mi comprension
| del tema.

"

El método empleado para resolver el problema es correcto.

Elresultado hallado es correcto o corresponde con una
aproximacion de la realidad.




: Con base en la ribrica, identifica tu nivel logrado en cada aprendizaje esperado. Recuerda repa-
sar los temas para mejorar,

Caracterizay clasifica

g a las configuraciones {dentifico figuras
espaciales triangulares  congruentesy
seglin sus disposiciones  semejantes.

y sus relaciones.

Comprendo el Empleo la congruencia
significado de que dos y la semejanza de
figuras sean congruentes tridngulos en mivida
0 semejantes. cotidiana.

Comprendo por
qué los criterios de
congruenciay de
semejanza funcionan

Significa los criterios

. Sé que existen criterios  Aplico los criterios
de congruencia

> para determinar la de congruenciay de
de tridngulos . . 7 y puedo argumentar
. congruenciayla semejanza de triangulos .
constructivamente : por qué no basta saber
. - semejanza de dos para demostrar que dos ,
mediante distintos - - que los angulos de
triangulos. triangulos lo son. :

medios.

Interpreta visual y

numéricamente al Aplico el teorema de
Conozco el teorema de .

teorema de Tales en Tales Tales sustituyendo

diversos contextosy ' valores en las formulas.

) ) o triangulos
situaciones cotidianas. g



«Trazadoy angularidad:
elementosdela
trigonometria plana.

s Conceptos
basicos de lo
trigonométrico.

-Usos y funciones
de las relaciones
trigonométricas
en el tridngulo.
Funciones
trigonométricas ™
sus propleu.

« Medidas de
angulosy
relaciones
trigonométricas.
Del circulo
unitario al plano
cartesiano. Una
introduccion de
las razones de
magnitudes a las
funciones reales.
Visuatizando
formulas e
identidades
trigonométricas.

. Medida de dngulos y razones
trigonométricas de ciertos
angulos: ¢qué tipo de
argumentos trigonométricos
se precisan para tratar con
tridngulos, sus propiedades
y estructuras, relacionesy
transformaciones?

» ;Por qué la relacion entre
razones de magnitudes
sirve para analizar
situaciones contextuales?,
icémo se diferencia dela
razdn proporcional entre
magnitudes?

« El circulo trigonométrico,
relaciones e identidades
trigonométricas.

Tablas de valores de
razones trigonométricas
fundamentales. ;De la
antigiiedad clasica a la geo
localizacion?

- Las identidades
trigonométricas y sus
relaciones. ;Como uso las
identidades trigonométricas
en diversos contextos de
ubicacién en el espacio, la
topografia y la medicién?




s Caracteriza a las relaciones
trigonométricas segdn sus
disposiciones y sus propiedades,

« Interpreta y construye relaciones
trigonométricas en el tridngulo.

« Analiza al circulo trigonométrico
y describen a las funciones
angulares, realiza mediciones
y comparaciones de relaciones
espaciales.

« Calcular el valor del seno de 30°.

« Argumentar por qué el angulo de
45°y el seno de 45° son iguales,
pero el seno de 30°y el coseno de
30° son distintitos entre si,

« Estimar el valor de sen ¢+ cos 2

g




Resumen

El doctor Bisquerra,
catedraticode la
Universidad de
Barcelonay autor de
varios libros, afirma que
una de las habilidades
socioemocionales
mas importantes es
escuchar. En esta leccion
practicaste una estrategia
puntual para escuchary
hablar con atencidn. Al
practicarla le mostramos
respeto al otro, la
comunicacién es mas
eficaz, ayuda a resolver
conflictos, crea un
ambiente propicio para
el aprendizaje y se genera
mayor empatia en el
grupo. Inténtalo, seguro
notaras un cambio a tu
alrededor..

;Alguna vez te ha pasado que la persona con la que estas hablando te interrumpe
constantemente o que cuando alguien mas te esta platicando algo dejas de prestarle
atenciény olvidas lo que te estaba diciendo? En estas situaciones la comunicacion se
dificulta. Por otro lado, ;coémo te sientes cuando alguien realmente te escucha? En
esta leccién vamos a aplicar una técnica para escuchar y hablar atentamente.

Lee los letreros de habla y escucha atenta.

Habla atento Escucha atento

Desde tu experiencia L ,

P Atencién a la persona que estd hablando.
Breve y preciso
No sigas estos impulsos y mantén tu aten-
- Sobre el tema ., & P y,
cién en la persona que estd hablando:

- Amable .
Interrumpir

~ Juzgar

Busca a un compafiero o compariera con quien trabajar. Conversaran durante
cuatro minutos. Escucharan una campana que indicara los cambios de acciones
durante este gjercicio.

Paso 1: Al sonar la campana por primera vez uno de los dos hablara durante dos
minutos y el otro escuchara atentamente. Recuerda aplicar cada uno de los pun-
tos del hablay escucha atenta. Cuando escuches, observa si aparece el deseo de
interrumpir, dar tu opinién o si te distraes. Deja pasar esos impulsos como cual-
quier distraccidn y regresa tu atencion a la persona que esta hablando. El tema
de la conversacién sera: ;Quién es tu personaije favorito de alguna serie, cémic o
peliculay qué es lo que mas te gusta de él o ella?

Paso 2: Al escuchar la campana por segunda vez cambien de turno. La persona que
escuchd, ahora hablard durante dos minutosy la persona que hablé, escuchara.
Discute con tus compafieros y con el profesor acerca de las siguientes preguntas:
;Coémo les fue? ;Lograron ver sus tendencias al hablar y al escuchar?
;Para quiénes fue facil? ;A quiénes se les hizo dificil?

¢. ;Cémo te sentiste al escuchar atentamente a tu compariero?

d. ;Como te sentiste al ser escuchado atentamente?
Reflexiona y responde:

a. ;Qué beneficio podria tener escuchar y hablar con los demas de forma aten-
ta?;Qué puedes hacer para evitarla?




En el semestre desarrollaras tu Proyecto de vida, con la finalidad de clarificar qué deseas paratiy pue-
das tomar decisiones que marquen la direccién de tu futuro, asi como reflexionar las implicaciones que
tiene en tu vida el hecho de llevarlo a cabo.
< Organiza la informacidn de tu Proyecto de vida.

1. Copiaycompletaen tu cuaderno el siguiente cuadro.

2. Escribeen la primera columna las metas mas importantes que deseas lograr. Agrega las filas que
sean necesarias.

i
{

|
!
!
|
i
|
|
'
-4

L i - S S

3. Unavez que organices la informacién en la tabla, léela con atencién para que tengas un panora-
ma general de lo que implica el planteamiento de tu Proyecto de vida.

4. Escribe por qué consideras que es importante elaborar un Proyecto de vida.

5. Elabora un organizador grafico en el que incorpores frases que te motiven a trabajar dia con dia
en tu Proyecto de vida, incluye tus metas para que las tengas presentes todo el tiempo. Coloca
este organizador en un lugar visible de tu casa. Utiliza el siguiente esquema para hacer un eshozo
y enriquécelo paulatinamente.

Proyecto de vida de:




Trigonometria, del griego
trigonos, tridngulo y metria
medir.

ué tipo de argumentos tri

transformaciones?

La trigonometria es la rama de las matematicas que estudia la relacién entre los angu-
los de un triangulo y sus lados. En las secciones anteriores vimos cdmo aplicar los con-
ceptos de dngulos, congruencia, semejanza, escala, entre otros, para calcular distancias
a las que en principio no se puede acceder. La trigonometria, en cierta manera, es un
lenguaje que sintetiza varios de esos métodos en férmulas que pueden aplicarse mas
directamente.

Ejemplo

Quique se encuentra a 100 metros de un edificio y mide que el angulo de
elevacién, con respecto a la horizontal, que se forma al observar el techo
del edificio es de 31° (figura 3.1). ;Qué altura tiene el edificio?

Resolvamos este problema de una manera practica usando semejanza.
Para esto primero construimos un triangulo semejante que capture la esen-
cia del problema. En la figura 3.2 se observa dicho tridngulo, el cual es se-
mejante al de arriba por criterio AA. Usa tu regla para medir los catetos de
este tridngulo, marcadosconay b.

Ahora, la semejanza nos dice que estas proporciones deben de seriguales:

Reescribamos esta igualdad asi:




Eje: Del tratamiento de! espacio, la
forma y la medida, a los pensamien-
tos geométrico y trigonométrico

Este paso puede parecer innecesario, pero mas tarde veremos que es de gran utilidad
para motivar la definicion de la funcion trigonométrica tangente.

Con los valores de a y b que encontraste, calcula a/b. Por Gltimo, encuentra el valor de x
despejando la igualdad de arriba. Te debe quedar 60 metros aproximadamente.

Este tipc ce problemas aparece en muchos contextos. Poniendo atencidon en los detalles
se observa que tres datos jugaron un papel importante: ;

/

+ Una configuracion con forma de triangulo rectangulo.
» Un angulo dado, en este caso de 31°.
= Una medida dada, en este caso de 100 m.

Imagina que tuvieras una tabla que enlistara todas las posibles configuraciones de
tridngulos rectangulos para todas las posibles medidas de angulos y con los valores pre-
cisos de los lados que les corresponden. Tal tabla te ahorraria la mitad del trabajo que
hicimos anteriormente. Pues resulta que ya tenemos una “tabla” asi, o mejor dicho, un
formulario con toda esa informacion, se llama trigonometria.

Ahora si, definamos las funciones trigonométricas.

Considera un angulo adentro de un triangulo rectangulo ABC, como se muestra. Enton-
ces, las funciones trigonométricas del angulo a se definen como:

sena =5 csca =45 B
Hipotenusa Cateto
cosa=42 seca =4t opuesto
A Cateto C
tana= % cota= % adyacente

Una forma para acordarte de como van las funciones trigonométricas es:
Primero recuerda que la hipotenusa de un triangulo rectangulo es el lado opuesto al an-
gulo de 90°y es el mas largo de los tres lados. Ahora, con respecto al dngulo a, llamamos

a BC el cateto opuesto (c. 0.) y a AB el cateto adyacente (c. @.).

Por tanto, otra forma de pensar en las funciones trigonométricas es:

|

‘ c.a. c.o.
tana=—

Actualmente las funciones
trigonométricas ¢sc, sec

y cot ya estan cayendo

en desuso. Antes de la
invencién de la calculadora
eran importantes, ya que
marcaban la diferencia
entre hacer una divisidon

o una mulitiplicacidn. ¢To
qué prefieres multiplicar o
dividir?




Volviendo al ejemplo del inicio y ahora usando trigonometria, podemos escribir:

tan310= > -
100

o Q

Te puedes dar cuenta que al calcular a/b, lo que realmente estabas haciendo era calcu-
tar a mano tan(31°). Usa la calculadora para ver cudnto vale tan(31°), ;qué tan buena fue
tu medicion?

iCuidado! Al usar la calculadora tienes que poner atencién en qué unidades estas usan-
do. Las calculadoras generalmente manejan tres unidades: DEG (grados sexagesimales),
RAD (radianes) y GRAD (gradianes). Fijate en qué unidad esta tu calculadora y asegurate
de configurarla en la unidad que quieres usar. Para fines de estudio, vamos a manejar
grados sexagesimales DEG (proviene del inglés degree, grados).

Considera un tridngulo como el que se muestra en la figura 3.3. Calcula las medidas de
los lados faltantes.

El lado que si nos dan corresponde ¢ cateto adyacente del dngulo de 20°. Los datos
faltantes son el cateto opuesto, BC, y la hipotenusa, AC. Para encontrar estos datos nece-

sitamos usar las funciones tangente y coseno respectivamente.

Primero:

tan20°=~E£=§~C~
AB 5

Con la calculadora obtenemos que tan(20°) =0.364. Asi, la medida de BC es 0.364 x 5=1.82.
Ahora:
c0520°=48 =2 reacomodando, queda: AC=—1x.

Usa tu calculadora para encontrar el valor de cos(20°) y luego calcula la medida de AC.
Otra opcidn es utilizar el teorema de Pitagoras, pues conoces los dos catetos.

Considera un tridngulo como el que se muestra en la figura 3.4. Calcuta las medidas de
los lados faltantes.

El dato que nos dan corresponde a la hipotenusa. Para calcular los catetos necesitamos
usar las funciones seno y coseno.



Eje: Del tratamiento del espacio, la
forma y la medida, a los pensamien-
tos geométrico y trigonométrico

Primero:

sen60°=—B£=E(—:- .
AC 6

Usa tu calculadora para calcular sen(60°) y luego encuentra la medida de BC.

e Ahora: /

¢ Con base en lo aprendido, responde lo siguiente.

1. Usa las figuras que se muestran para calcular a mano los valores del seno, coseno'y la tan-
gente de 15°y de 55°.

/”5/0

A

2. Acuérdate que el dngulo interior de un pentdgono regular B
es de 108°, entonces el angulo marcado en la figura corres- R
ponde a la mitad, esto es, 54°. Usa la calculadora para en- .-
contrar el valor de tan(54°). Con ayuda de la figura y del .
valor de tan(54°) calcula la medida de la apotema de un "% ]
pentgono regular de lado 2. Por ultimo, calcula también \ ) ;
el drea del pentagono. \ . ;

2%

3. Usa la misma idea del ejercicio anterior para calcular la \ "
C. apotemay el drea de un hexdgonoregulardelado2. 20 d.. Y

4. Responde las preguntas.

;Cuénto mide la altura de un tridngulo equilatero cuyo perimetro es 187

<P

T
B

e . ;Cuénto mide la diagonal de un rectdngulo cuya base mide 5 centimetros y el angulo
formado entre la alturay la diagonal es de 74.05°7

Dado un tridngulo rectdngulo, si sabemos que el seno de uno de sus dngulos agudos es
0.5, ;cuanto mide el otro dngulo agudo?

9

e

JS




Los angulos de 30°, 60° y 45° son especiales porque aparecen en las dos figuras basicas de tres y
cuatro lados: triangulos equilateros y cuadrados. Esto nos permite calcular los valores de las fun-
ciones trigonométricas en ellos a través del teorema de Pitagoras, como veremos a continuacion.

Razones trigonométricas de 30° y de 60°

Considera la mitad de un triangulo equilatero de lado 2
como se observa en la figura 3.5.

(Te parece conocida esta configuracion? La vimos en el
problema de la Escuela flotante (pagina 34). También en
el calculo de la apotema de un hexdgono.

Ahora la vamos a estudiar desde el punto de vista de la
trigonometria. El lado AC mide 2y el lado AB mide 1, por
ser la mitad del segmento AD. Para saber la medida del
lado BC usamos el teorema de Pitagoras:

a+pr= Cz’
sustituyendo los valores nos queda que a2+ 1 =4, de donde a>=3y g=4+/3 .

Poniendo atencidn en los dngulos nos damos cuenta que £ABC es recto, /CAB = 60° por ser angu-
lo de untriangulo equilateroy ZACB = 30° por ser la mitad de un dnguto de un tridngulo equiltero.

Resumiendo, sabemos todo lo que hay que saber acerca del tridngulo ABC, sus lados y sus &n-
gulos. En el lenguaje de trigonometria esto se resume en la tabla que nos da los valores de seno,
coseno, tangente, cotangente, secante, cosecante de los dngulos de 30° y 60°.

- Lleva a cabo la siguiente actividad.

1. Para pensar: Construye un tridngulo equildtero de lado 10 ¢cm y calcula las razones trigo-
nométricas para el dngulo de 60°. ;Cambian los valores de la tabla?
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forma y la medida, a los pensamien-
tos geométrico y trigonométrico

Razones trigonométricas de 45°

Ahora estudiaremos los angulos de 45°. Estos aparecen
en los triangulos que se forman al partir por la mitad un
cuadrado a través de una diagonal.

Consideremos un cuadrado ABCD de lado 1 como se
muestra en la figura 3.6. Primero nos cercioramos que
los datos del trianguto ABC son correctos.

Los lados AB y AC miden 1 por ser lados del cuadrado. El
lado AC lo podemos calcular via el teorema de Pitagoras:

Q----—-wemmmmmmmmmmm e mmmm————-

c2=a*+b?=1+1=2, de aqui que c=+2

En seguida, nos fijamos en los angulos. El dngulo ABC es recto por ser dngulo de un cuadrado y los
angulos ACB y CAB son mitades de angulos de 90°, por tanto, miden 45° cada uno (formalmente
estamos usando el criterio LLL para decir que los tridngulos ABC y ACD son congruentes y asi, se
cumple que Z/DAC = ZBACYy /DCA= ZBCA).

Resumiendo, sabemos todo lo que hay que saber acerca del tridngulo ABC, sus lados y sus &n-
gulos. En el lenguaje de trigonometria esto se resume en la tabla que nos da los valores de seno,
coseno, tangente, cotangente, secante, cosecante del angulo de 45°;

Para pensar: ;cambiara la tabla si consideramos un cuadrado de lado 2 o uno de lado 10?

%

ng

< Con base en lo aprendido, responde lo siguiente.

1. Usa los valores de las funciones trigonométricas para los angulos de 30°, 60° y 45° para en-
contrar las medidas faltantes en estas figuras.




En la figura 3.7 se muestra un tridngulo equildtero ABC de
{ado 2 en donde se han trazado las tres alturas.

;Cudnto mide cada altura?
;Cuadnto mide el dngulo ZNOB?
;Cuénto mide cada uno de los segmentos A0y OL?

Para repasar el tema de tridngulos semejantes, escribe
qué triangulos son semejantes.

Productos esperados

: Esta actividad pertenece a tu portafolios de evidencias, asi que deberas desarrollarla en
hojas sueltas. Lee con atencion lo que se pide.

1. Enhojas separadas reproduce los tridngulos indicados:
Equildtero que tiene 2 cm por fado.
Equilatero de 4 cm por lado.
Equildtero de un centimetro por lado.

2. Traza una alturay argumenta por qué se generan angulos de 30°.

3. Reproduce una tabla como la siguiente y llénala.

2 cm por lado ‘ | .

4 cm porlado

1cmporiado

4. ;Losvalores obtenidos en la columna seno de 30° son equivalentes? Escribe las reduccio-
nes de las expresiones hasta obtener 0.5.

Betividad ¢

Esta actividad pertenece a tu portafolios de evidencias, asi que deberds desarrollarta en
hojas sueltas. Lee con atencion lo que se pide.

1. Enhojas separadas reproduce un tridngulo rectdngulo isésce s, ¢z un argumento del por-
qué los dngulos agudos miden 45°.

2. Con base en este argumento y con el que diste en el purzc Z 2= .z zctividad de aprendizaje
4, di por qué el seno y el coseno de 45° valen lo mismo o272 72 3¢ e [0 mismo con el an-
gulo de 30°.
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En la seccidén de semejanza vimos cdmo calcular distancias de manera indirecta explotando la
relacidén que existe entre segmentos proporcionales.

Por ejemplo, mediste la altura de un arbol usando su sombra y comparando con un tridngulo
semejante del cual si sabias sus medidas. También puedes calcular el ancho de un rio si puedes
llevar a la practica cierto disefio geométrico a través de tridngulos semejantes.

En esta seccion repasaremos estos problemas desde el punto de vista de la trigonometria. Ade-
mas, veremos como este nuevo lenguaje nos puede ayudar a resolver otra variedad de problemas.

< Usa las técnicas vistas al principio de esta unidad junto con las razones trigonométricas
para hallar lo que se pide. Puedes usar la calculadora, pero cuida que esté en grados sexa-
gesimales DEG.

1. Calculalaaltura del edificio y el ancho del rio con los datos que se dan.

40 m

15m

2. Unfarotiene una altura de 30 m sobre el nivel del mary observa a la distancia un barco con
un angulo de declive con respecto a !a horizontal de 12°. ;A qué distancia de tierra se en-
cuentra el barco? Supongamos al barco como un punto, para fines practicos esto se puede
hacer, aunque en un problema real se debera especificar la altura del barco.

3. Responde los siguientes ejercicios.

La sombra de un &rbol mide dos metros. Si el angulo de elevacion entre el final de la
sombray la copa es de 30°, ;cuanto mide de alto el arbol?

La casa de Juan estd a 250 m de la de Pedro. Si sus casas junto con la escuela son los vér-
tices de un triangulo rectangulo, ; quién vive mas cerca de la escuela si sabemos que el
angulo entre la casa de Pedroy la escuela y la casa de Pedro y la casa de Juan es de 75°7




Los problemas vistos hasta ahora se resuelven de dos formas: usando semejanza y proporcién
entre magnitudes de una manera ingeniosa o a través de la aplicacion de razones trigonométricas.
Dependiendo de gustos, tal vez uno tenga preferencia por la primera por ser “puramente” geomé-
trica, otros tal vez prefieran los métodos trigonométricos porque, una vez dominada la técnica,
proporciona un camino mas directo.

En esta seccidén veremos otra ventaja de la trigonometria: transforma problemas geométricos en
problemas algebraicos. llustraremos esta idea con un ejemplo.

rEl

o

Quique sigue midiendo alturas de edificios, pero ahora se encuentra con el problema de que no
puede acercarse al edificio. Por tanto, hace dos mediciones de angulos como se observa en la
figura y también mide la distancia que se tuvo que mover para realizar las mediciones. ;Cudles la
altura del edificio?

Para este problema necesitamos
aplicar dos veces la funcién trigo-
nométrica tangente, ya que tene-
mos dos variables. De acuerdo a la
figura 3.8 tenemos que:

tan35°=x .
También:
tan25°%= 5

Con ayuda de ta calculadora obtenemos que tan(35°) = 0.7 y tan(25°) = 0.466. A partir de aqui el
problema, en principio geométrico, se transforma en uno algebraico. Esto es, hay que resolver el
sistema de ecuaciones:
07y=x
0.466(20+y) = x.

Este lo resolvemos con el método de igualacién. Nos queda una ecuacion para y:
0.7y =0.466(20+y) por tanto:
0.7y =9.3240.466y.

Asi, 0.234y = 9.32, de donde se sigue y = 39.829. Por Ultimo, sustituimos en la primera ecuacion
para obtener el valor x = 0.7(39.829) = 27.88, que es la altura del edificio.
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< Con base en lo aprendido, responde lo siguiente.

1. En una torre de electricidad pasan dos tipos
de cable, en la parte més alta pasan los ca-
bles de alta tension y en la parte de en medio
pasan los cables de teléfono. Un observador
a 60 m mide los angulos de elevacién como
se observa en la figura 3.9.

. ;Cualesla altura total de la torre?

k. ;Aquéaltura pasan los cables de teléfono?

ids

¢. ;Cuéles ladistancia entre los dos tipos de
cable?

2. Ayudaa Quique a encontrar la altura de la pi-
ramide con los datos que se dan.

35m

3. Resuelvelos problemas. Recuerda dibujar un esquema que te permita visualizar el problemas.

Un arbol de 12 m de altura, proyecta una sombra sobre un terreno horizontal. Si el an-
gulo de elevacién desde el extremo de ésta hasta la copa es de 75°, ;cuanto mide la

sombra?

k. Juan observa, desde el suelo, el final de un edificio con un angulo de elevacion de 35°.
Mientras que Pedro observa el mismo edificio con un angulo de elevacién de 28°. Si el
edificio mide 40 m de alto, ;a qué distancia se encuentran Juany Pedro?

]

Desde la punta del cerro del pueblo, Pablo ve su casaconun angulode depresion de 60°,
si él sabe que la distancia del cerro al su casa es de 300 m, sobre la horizontal, y que del
pie del cerro al centro del mismo hay una longitud de 100 m, ;cudl es la altura del cerro
si Pablo mide 1.70 m? En este tipo de problemas hay que suponer condiciones 6ptimas,
como que la base del cerro es “redondita” o que la base en donde se encuentran el cerro

y la casa es completamente plana.

—
o
by
@

Un camino para resolver el ejercicio anterior es con trigonometria. Seguramente utili-
zaste la tangente de 30° en algun momento, sin embargo hay otra solucién completa-

mente geométrica. ;Cudl es?

.
b
o



En esta seccién veremos que las funciones trigonométricas no son independientes una de la otra.
Las relaciones que existen entre ellas se llaman identidades trigonométricas. Por ejemplo, seno
y cosecante son una la reciproca de la otra, es decir, csca=. De la misma manera, podemos
deducir otras identidades que listaremos en esta seccion.

Relacionado con esto estan las identidades trigonométricas para angulos de mas de 90°. Pero,
para empezar, ;qué significa sen(90°)? En la seccién anterior definimos las funciones trigonomé-
tricas para angulos agudos dentro de un tridangulo rectdngulo. En esta seccién veremos como de-
finirlas para cualquier tipo de angulo.

Empecemos con las identidades reciprocas.

Recuerda que:

sena =% y csca=4¢.

Por tanto, se puede observar que si las multiplicamos,
las proporciones de segmentos se cancelan y queda 1, es
decir:

senaxcsca=1.

Decimos entonces que sen @'y CsC @ son reciprocos. Se
puede verificar lo mismo para las parejas cos a, sec ay
tan q, cot a.

Por otro lado, si dividimos sen a entre cos anos queda:

B8C
>ena =E=§C~=tana .
cosa 42 AB
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También tenemos las identidades de angulos complementarios. En la figura 3.10, el angulo B es
el complementario de q, es decir, a+ 3=90°, alternativamente, 8=90° - a. Al escribir las razones
trigonométricas de cada uno se tiene:

= BC — AB
sena =5 —senff=48
— A8 — BC
cosa=4 —cosf=155

= BC — AB
tana=2%& —tanfi=42
Asi, observamos que sen a=cos 3, cos a=sen By tan ax tan 8= 1.

Ahora veremos las identidades que se deducen del teorema de Pitagoras. Podemos escribir el
teorema de Pitagoras como BC? + AB* = AC2. Si dividimns toda la igualdad entre AC?, nos queda:
BC* AB
7t T
AC® AC

En lenguaje de trigonometria esto corresponde precisamente a:

sen?a+cos’a=1.

Con base en lo aprendido, responde lo siguiente.
1. Deduce lasidentidades:

1 +tan’a=sec’a s 1+ cot?a=cscla

de la misma manera que en el texto, pero ahora dividiendo BC? + AB* = AC* entre AB*y B(?,
respectivamente.

2. Deduce las identidades trigonométricas:

sena=+1-cos’a

tanx+ctgx=secacsca

cscaseca=cotattana

cosa

=sena
cota

2sen’a+cos’ a=1+sen?q

sena+tana
————=s5enatana

cota+csca
sen aseca=tana

cosa+2sena
2tang+l=—-——

cosa

(tan x}(sen x) + cos x = sec x
cot? x = cos? x + (cot x cos x)?

(tanx+ctgx)senxcosx=1

1

—_——=seca—tana
seca+tana
sen asecacota=1

tana cota
+ =1+tana+cota

l-cota l1l-tana
1+tan?a=sec® qcos a
1 1
+
l+sena l-sena

=2sec’«
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Eje: Del tratamiento del espacio, la
forma y la medida, a los pensamien-
tos geométrico y trigonométrico

Actividad de aprendizaje 9 Productos esperados *

< En hojas separadas transcribe la actividad y responde las preguntas. Esta actividad perte-
nece a tu portafolios de evidencias asi que debes guardar el resultado como prueba de tu
aprendizaje.

1. Utiliza la tabla de valores trigonométricos para sustituirlos en las siguientes expresiones.

#. sen208°+cos?08°= + -
b, sen?13°+cos?13°= + =
€. sen?20°+cos?20°= + - )
. sen?30°+cos?30°= + - SN
&, sen?34°+cos?34°= + -
4§ sen?40°+cos?40° = i -
g. sen?45°+cos?45° = + =
f. sen?52°+cos?52°= + -
f. sen?60°+cos?60°= + =
i. sen?T4°+cos?T4°= + -
1 k. sen?80°+cos?80°= + =
| [, sen?90°+cos?90°= + =

. 2. Con base en lo anterior, ;puedes decir cuanto vale la expresién sen® x + cos’ x, para cual-
: quier anguto x?

3. Investiga la demostracion de esta identidad trigonométrica, andtala y adjunta la actividad
a tu portafolios de evidencias.

"

Circunferencia y trigonometria

El concepto de circunferencia estd muy ligado a una
rama de las matematicas que posee numerosas aplica-
ciones entre las que se encuentran las técnicas de trian-
gulacién usadas en astronomia para medir distancias
entre estrellas, en la medicidn de distancias entre puntos
geogréficos y en sistemas de navegacion global median-

te satélites. La rama de la que estamos hablando es la

trigonometria, que se define como el estudio de las ra-

zones trigonométricas. La circunferencia unitaria se usa

como herramienta para forma i punto de ésta,

un tridngulo rectangulo, cuyos catetos e hipotenusa se

operan para conocer sus angulos no rectos y las funcio-
Lnes trigonométricas de estos dngulos.
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La palabra seno se deriva
del latin sinus que significa
bahia, pecho o doblez. Si-
nus es una traduccion lite-
ral del drabe jayb, que a su
vez es una interpretacion
incorrecta del sanscrito jiva
que significa cuerda.

Los principios de la trigonometria pue-
den rastrearse hasta los egipcios y babi-
lonios. La tabla de arcilla Plimpton 322
muestra lo que ahora llamamos ternas
Pitagéricas, es decir, nimeros enteros
a, by c que satisfacen:

a*+b?=ck

La forma en que los nimeros fueron cal-

Ternas pitagdricas en la tablilla Plimpton 322. culados y el uso que se les daba siguen

proporciones entre sus lados.

cuerda(a)

siendo tema de debate. Lo cierto es que

los escribas babilonios estudiaron las propiedades de los tridngulos rectangulos y las

Poco después, con los griegos, la trigonometria em-
pezd a tomar su forma actual, principalmente moti-
vada por el estudia de la Astronomia. Sin embargo,
los griegos usaban lz uncidn “cuerda”. Esta funcion
asigna a cada angulo central en un circulo de radio
1 [a longitud de la cuerda que sostiene. En otras pa-
labras, el valor de cuerda(a) es precisamente la lon-
gitud del lado opuesto al dngulo a en un tridngulo
isésceles cuyos lados iguales miden 1.

También hubo contribuciones importantes de parte
de las culturas india e isldamica quienes sentaron las
bases para las funciones trigonométricas seno y co-
seno como las conocemos ahora. Durante el renaci-
miento en Europa, se continud con el estudio de estas
funcionesy se trabajo arduamente en la elaboracion
de tablas trigonométricas, principalmente para su
uso en la navegacion. Para mediados del siglo XVIil,
las funciones trigonométricas ya estaban asentadas
en una base tedrica sélida y se contaba con métodos
de calculo diferencial para aproximar sus valores.

Actualmente, las funciones trigonométricas son usadas en una gran variedad de areas.
En la topografia para medir alturas como ya hemos visto. En la navegacion terrestre, ma-
ritima y aérea para medir distancias y calcular trayectorias. En la astronomia para medir
distancias de objetos lejanos. En fin, la geometria, y en particular la trigonometria, cum-
plen con su funcién de ayudarnos a medir el mundo en que vivimos.
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Eje: Del tratamiento del espacis, la
forma y la medida, a fos pensamien-
tos geométrico y trigonométrico

Aetividad de aprendizaje 10 By
;

4 Con base en lo aprendido, responde lo siguiente.

1. Justifica laidentidad trigonométrica con ayuda de lafigura 3.13.

cuerdala)=2sen(£).

Hacemos un paréntesis ahora para repasar el plano carte- Y
siano. Recuerda que podemos ubicar puntos en el plano
con la ayuda de una pareja de nimeros (x, y). El primer
numero indica cuanto te debes mover en la direccion hori-
zontal, eje X; a la derecha del origen es la direccion positiva
y a la izquierda negativa. De la misma manera, el segundo
nimero indica cudnto te debes mover en la direccion ver- 5 » X
tical, el eje Y; hacia arriba es la direccion positiva y hacia
abajo negativa.

o mmw

En este contexto, la distancia de un punto (x, y) al origen
esta dada por el teorema de Pitagora. ~<atisface:

r=x’+y*. -

En otras palabras, los puntos que estan en el circulo con centro O y de radio r satisfacen la ecua-
cionx@+y2=r,

En particular, nos interesa el circulo unitario, que es el circulo con centro O y radio 1. Por lo dicho
anteriormente, el circulo unitario corresponde a los puntos (x, y) que satisfacen la ecuacién x* + y*=1.

Ahora, volviendo a la trigonometria, al inicio de la unidad presentamos las funciones trigonomé-
tricas para angulos agudos, ya que su definicién como proporciones entre lados de un triangulo
rectangulo asi lo requeria. Sin embargo, las funciones trigonométricas se pueden definir para to-
dos los tipos de angulos.

Para hacer esto, primero tenemos que reinterpretar las C
razones trigonométricas presentadas antes. Recordemos

que para calcular las razones trigonométricas de un angu- 1

lo, no importa el tamario del triangulo que elijamos, basta sena

con que tenga el angulo deseado y uno de 90°. Usaremos
esta libertad para, a partir de ahora, elegir triangulos rec-
tangulos cuya hipotenusa mida 1. Asi, al calcular los valo-
res de seny cos obtenemos:




)

(cos B, sen ,B)_ ]

---. (cosa, sena)

_.
=)

-
\4
X

Desde este punto de vista, podemos pensar a las funciones tri-
gonométricas cos ay sen a como las coordenadas (x, y) de un
punto sobre el circulo unitario cuyo segmento al origen forma
un angulo a con el eje X. Siguiendo esta analogia podemos
definir las funciones coseno y seno para cualquier tipo de an-
gulo. En la figura 3. 16 se muestran tres ejemplos de las coor-
denadas asociadas a tres tipos de angulos, uno agudo, uno

obtuso y uno céncavo.

En particular, para los angulos de 0°, 90°, 180° y 270° los valo-
res de las tres funciones trigonométricas quedan:

1

1 0

0 No definida

0 No definida

De manera similar a las identidades trigonométricas para an-
gulos complementarios, aqui presentamos las identidades

para otras posibilidades:

sen(90°+ @) =cos a

cos(90° + @) =—sen a

tan(90°+ @) xtan a=-1

sen{180°~ q)=sen a

cos(180° - a) =—cos a

tan(180°- @) =-tan a

sen {180°+ @) = ~sen a

cos {180°+ @)= <os a

tan (180°+ @) =tan a

sen (—a)= -senq

cos (~a)=cos a

tan (-a)=-tan a

Por Gltimo, presentamos las identidades trigonométricas para la suma y resta de angulos:

sen{a+ B) =sen acos B+cos asen B

cos(ax B)=cosacosfFsenasenf

tan(atﬁ)— tanazxtan 8

= lztanatanf

En particular, cuando a= Bobtenemos las férmulas para angulos dobles:

sen(2a)=2senacosa

cos(2q) = costa - sena=1-2sen*a=2cos’a-1

tan(2a) = -2ana

I-tan*a




Eje: Del tratamiento del espacig, la
forma y fa medida, a los pensamien-
tos geométrico y trigonométrico

St
Lk
]

Actividad

4 Deduce las identidades &ri

m,.g%

s que se piden.

1. Usalafigura 3. 18 junto con congruencia de trian-

gulos para justificar ias identidades.

N
... {cosa, sen a)

a, sen(90°+aj=cosa

B, cos(90°+gi=-seng

3, Usa las identidades trigonométricas junto con las
medidas de los dngulos notables para completar
la tabla de angulos notables obtusos.

3, Usa lasidentidades trigonométricas de sumay de angulo doble para justificar la validez de
las identidades de angulo triple:

sen(3a) =3sen a-4sen’a cos(3a) = 4cos*a—- 3cosa

La aplicacién de la trigonometria se verfa muy limitada si no la pudiéramos aplicar a cualquier
tipo de triangulo. Hasta ahora s6lo hemos visto situaciones en que aparecen triangulos rectan-
gulos, sin embargo, es posible también encontrar relaciones entre dngulos y lados de cualquier

triangulo.

En esta seccién veremos la llamada ley de senos que nos ayuda a determinar las medidas de los
lados de un tridngulo si se conocen sus angulosy la medida de un lado. En este sentido, la ley de
senos serfa la versién trigonométrica del criterio ALA de congruencia y semejanza de triangulos.

Ley de senos. En un tridnguto ABC se cumple la siguiente relacion:

BC _AC _ AB
sena senf seny

A

Por tanto, si se conoce la medida de los dngulos del triangulo y
del lado BC, con la ley de senos se puede encontrar los valores de

ABYAC.




Dos torres de control estan separadas por una distancia de 200 m. En cierto momento
cada torre mide el ngulo de elevacién al observar un avién como se muestra en lafigu-
ra 3.19. ;A qué distancia estd el avion de cada torre?

Empezaremos calculando la distancia entre la torre By el avidén A. Para esto necesita-
mos antes saber la medida del angulo en A.

Recuerda que los angulos interiores de un triangulo suman 180°. Asi, el angulo en A
cumple que @=180°-27°-118°=35".

Ahora ya podemos aplicar la ley de senos para encontrar la medida de AB. Consideramos:

BC AB

sena  seny

Y sabemos que a=35°, y=118y BC =200 m. Despejando AB'Y sustituyendo los valores
de sen(35°) = 0.573 y sen(118°) =0.883 nos queda:

AR = Blxseny _ 200088 _ 338 7).

sena 0.573

De la misma manera, podemos encontrar la medida de AC. Consideramos ahora:

BC AC

sena  senf '

Al despejar AC y sustituir los valores correspondientes obtenemos:

AC = BCxsenf - 200x0.454 =158464

sena 0.573

La ley de cosenos nos ayuda a determinar la medida de un lado de un triangulo si se
conoce el dngulo opuesto y los otros dos lados. En este sentido, {a ley de cosenos es una
versién cuantitativa del criterio LAL de congruencia y semejanza de triangulos.

Ley de cosenos. En un triangulo ABC se cumple la
relacion:

BC?=AB?*+ AC? - 2AB - ACcos a.

Cuando el dngulo a es recto, se tiene cos(90°) = 0
y se recupera el teorema de Pitagoras. Por tanto,
podemos considerar a la ley de cosenos como una
generalizacién del teorema de Pitagoras.




Eje: Del tratamiento del espacio, la
forma y la medida, a los pensamien-
tos geométrico y trigonométrico

Ejiemplo

Un faro observa a dos barcos a una distancia de 160 my de 210 m. Ademas, mide que
el dngulo de separacion entre ellos es de 77°. (A qué distancia se encuentran los barcos
uno del otro?

Esta es una aplicacién directa de la ley de cosenos:

BC?=AB?+AC?- 2AB - ACcos a.

Basta sustituir los valores correspondientes de AB = 160, AC=210y cosa = cos(77°) =
0.225, queda:

BC?=1602+2102-2-160-210-0.225 = 54580.

BC =+/54580 =233.624.

Ya vimos cémo las leyes de seno y de coseno nos ayudan a encontrar datos faltantes en
un tridngulo dependiendo de qué datos se conocen. En esta seccion te toca practicar lo
aprendido de estas leyes.

Betividad

4 Usa lo aprendido en esta unidad para resolver los problemas.

1. Resuelve los tridngulos oblicudngulos.

2. Sequiere colocar unarampaconun angulo de elevacién
de 15° para facilitar el acceso a la piramide. Con los da-
tos que se dan, ;qué longitud debera tener la rampa?

3. Quique quiere calcular la distancia entre los techos de
dos edificios. Para esto se coloca en medio de los dos
y mide los angulos de elevacion al observar el techo de
cada uno. Con los datos que se dan, ;cual es la distancia '
entre los techos? \




Veamos mas ejemplos de aplicaciones de la trigonometria para medir distancias.

5

ampio

¥

o

Distancia sobre la Tierra.

Volvamos al problema de medir distancias sobre la Tierra usando las coordenadas dadas por la
longitud y latitud. En el primer parcial aprendimos a calcular distancias que estuvieran sobre el
mismo meridiano. Ahora nos fijaremos en ciudades que estén en el mismo paralelo.

Paralelo 23° N La ciudad de La Habana tiene coordenadas 23° 07’ N y 83°
23’ W, mientras que la ciudad de Mazatlan se encuentra en el
paralelo 23° 14’ 29” Ny el meridiano 106° 24’ 35” W. ;Cual es
la distancia entre estas dos ciudades? Recuerda que el radio
de la Tierra es de 6 371 km.

Asumimos que las dos ciudades estan en el mismo paralelo,
vamos a tomar el paralelo 23° N como referencia. Primero
tenemos que saber el radio de este paralelo. Para esto preci-
samente necesitamos de la trigonometria. Observamos que
la funcién coseno hace el trabajo, es decir:

o}
€0523°=+% .

donde r es el radio del paralelo 23° Ny R es el radio de la Tierra. De aqui podemos despejar para
encontrar [a medida de r:

r=R-c0s23°=6371-0.92=5861.32.



Eje: Del tratamiento del espacio,
forma y la medida, a los pensami
tos geométrico y trigonométrics

Ahora podemos proceder de {2 misma manera que en la Unidad 1. La diferencia es que
vamos a movernos sobre el paraielo 23°, asi, al final habra que multiplicar la medida de
la abertura en radianes por el radio de este circulo y no por el radio de la Tierra.

La abertura en grados de La Habana a Mazatlan es de 106° 24’ 35” - 83° 23’ =23° 1" 35"

Transformamos primero los minutos y segundos a décimas de grado:

1’=0.0166y 35" =0.0097. ;Cémo se mide la distancia
entre cualesquiera dos
Asi,23° 1’ 35” = 23.0263°. ciudades? Por ejemplo, la
Ciudad de México y Madrid.
. . Para esto se necesita trigo-
Ahora transformamos de grados a radianes, nos queda que 23.0263° equivalea23.0263° | ometria esférica que es la
-3.1416 + 180° = 0.4019 radianes. rama de las matematicas
que estudia las relaciones
Por tanto, la distancia entre La Habana y Mazatldn es de 0.4019 - 5 861.32 = 2 355.66 km. entre os angulosy los
lados de un tridngulo dibu-
jado sobre la superficie de
una esfera.

24

¢ Lee la situacién y responde la pregunta.

Betivid

%

1. Laciudad de Nueva York se encuentra en el paralelo 40° 40’ N'y el meridiano 73°
56’ W, mientras que la ciudad de Madrid tiene coordenadas 40° 25’ 08” Ny 3° 41’
31” W. Suponiendo que ambas ciudades se encuentran en el paralelo 40°, jcual
es la distancia entre etlas?

Como vimos, la trigonometria es el estudio de las relaciones entre los dngulos y los la-
dos de los triangulos. Hemos visto cémo se aplica en varios contextos para medir distan-
cias. Sin embargo, para que la trigonometria sea realmente (til, es de vital importancia
saber los valores de las funciones trigonométricas seno, coseno y tangente de todos los
angulos. Afortunadamente, contamos con la calculadora, pero antes de su invencién
era necesario elaborar tablas que listaran los valores de las funciones trigonométricas
para la mayor cantidad de dngulos posible.

Pero, ;c6mo se crearon esas tablas? A continuacion presentamos un método para calcu-
lar seno y coseno del dngulo de 3°.

Elemplo
Obtendremos los valores de sen(3°) y cos(3°) sin calculadora.

Para ello seguiremos varios pasos.

1. Laidea es obtener primero los valores de seno y coseno para los angulos de 15°y 18°
y luego usar la identidad trigonométrica para resta de angulos.




Proyecto integrador

A E! proyecto tiene como objetivo integrar los conoci-
mientos del primer parcial en una actividad. Desa-
rrolla lo que se pide y guarda tu trabajo como evi-
dencia de aprendizaje.

En el tercer parcial estudiamos trigonometria. Va-
mos a usar esta herramienta junto con varios cono-
cimientos aprendidos en este libro para explorar-un
poco la geometria tridimensional.

En tres dimensiones nos encontramos con los polie-

dros. Aquellos cuyas caras son poligonos regulares

les llamamos poliedros regulares. Sorprendente-

mente sélo hay cinco poliedros regulares convexos,

también conocidos como sélidos de Platén: tetrae-
dro, cubo, octaedro, dodecaedro e icosaedro. ;Puedes imaginarte por qué ya no hay mas
poliedros regulares?

En la figura se observa al octaedro, éste se obtiene al pegar las aristas de ocho triangulos equi-
lteros. Observamos entonces que el octaedro tiene ocho caras, 12 aristas y seis vértices. En
este proyecto vas a deducir la férmula para el volumen de un octaedro regular cuyas aristas
miden a y vas a calcular la medida de los dngulos que se forman. Para ello contesta las si-
guientes preguntas. Todas las medidas de segmentos, areas y volimenes te deben quedaren
términos de a, sin embargo los dngulos no van a depender de a (;por qué?)

;Qué tipo de cuadrilatero es BCDE? ;Cudl es su drea en términos de a?

Usa que ABC es un tridngulo equilatero para calcular la medida de AM.

;Cudl es el drea de todas las caras del octaedro ABCDEF? , ’

;Cuanto mide OM? Ahora usa el teorema de Pitdgoras para encontrarla medida de A0.

;Cudl es el volumen de la piramide ABCDE?

6. ;Cudl esel volumen del octaedro ABCDEF?

Ahora nos vamos a fijar en los angulos:

1. ;Cuénto vale sen (AM0)? Usa una calculadora cientifica para evaluar la funcion Se'h"i,"
en el valor que obtuviste. El resultado es la medida del angulo ZAMO. -

;Cudnto mide el angulo ZAMF? A este se le conoce como angulo diedro del octaedro. -

Usa las mismas ideas vistas acd para hallar la férmula de volumen de un tétyraedfd',
regular en funcién de la medida de una de sus aristas. Asi mismo calcula la medida
de su angulo diedro. o




Proyecto integrador

A El proyecto tiene como objetivo integrar fos conoci-
mientos del primer parcial en una actividad. Desa-
rrolla lo que se pide y guarda tu trabajo como évi-
dencia de aprendizaje.

En el tercer parcial estudiamos trigonometria. Va-
mos a usar esta herramienta junto con varios cono-
cimientos aprendidos en este libro para explorar un
poco la geometria tridimensional.

En tres dimensiones nos encontramos con los polie-

dros. Aquellos cuyas caras son poligonos regulares

les llamamos poliedros regulares. Sorprendente-

mente solo hay cinco poliedros regulares convexos,

también conocidos como sélidos de Platdn: tetrae-
dro, cubo, octaedro, dodecaedro e icosaedro. ;Puedes imaginarte por qué ya no hay mas
poliedros regulares?

En la figura'se observa al octaedro, éste se obtiene al pegar las aristas de ocho triangulos equi-
lateros. Observamos entonces que el octaedro tiene ocho caras, 12 aristas y seis vértices. En
este proyecto vas a deducir la férmula para el volumen de un octaedro regular cuyas aristas
miden a y vas a calcular la medida de los angulos que se forman. Para ello contesta las si-
guientes preguntas. Todas las medidas de segmentos, areas y volimenes te deben quedaren
términos de g, sin embargo los dngulos no van a depender de a (; por qué?)

/Qué tipo de cuadriltero es BCDE? ;Cual es su area en términos de a?

Usa que ABC es un tridngulo equilatero para calcular la medida de AM.

1.
2.
3. ;Cudlesel area de todas las caras del octaedro ABCDEF?
4,

;Cuénto mide OM? Ahora usa el teorema de Pitagoras para encontrar la medida de'AO, . ’
5. ;Cudleselvolumen de la piramide ABCDE? k
6. ;Cualeselvolumen del octaedro ABCDEF?
Ahora nos vamos a fijar en los angulos:

1. ;Cudnto vale sen (AM0)? Usa una calculadora cientifica para evaluar la funcién S’er,‘:‘,l;,’ |
en el valor que obtuviste. El resultado es la medida del dngulo ZAMO. '

2. ;Cudntomide el angulo ZAMF? A este se le conoce como angulo diedro del octaedro!?y' ,

3. Usa las mismas ideas vistas aca para hallar la férmula de volumen de un tetraedro
regular en funcién de la medida de una de sus aristas. Asi mismo calcula lamedida
de su angulo diedro. ~ -




Utiliza esta seccién para preparar tu prueba Planea.

1. Sedefine como la razdn entre el cateto 2. De las igualdades identifica la que es

opuesto al angulo ay la hipotenusa. falsa.
cos a costa+sen*a=1
sena seca= colsa
tan a cos(90° - a) =sen a
seca seca =——
3. Six=y, entonces cos(x +y) es equiva- 4. Silafuncion sen x oscila entre 1y -1,
lente a: entonces el rango de la funcion sen 2x
es:
25enxcosx
ly-1
Cos*X +senZy y
2y-2
—~25€NXCosx Y
0.5y-0.5
. COS’X — sen¥y y
4y—-4
5. Silafuncién cos x oscilaentre1y -1, 6. Sicosx =1, entonces x siempre tiene
entonces el rango de la funcidn 2cosx la forma:
es:
nm,donde n€7 .
ly-1
y ©. 2nm,donde n€ 7.
2y-2 o
= donde ney,.
05y-0.5 .
~z ,donde n€ 7.
4y-4
%. Conbase en la figura halla el valor del 8. Determina la funcién que tiene a si-
angulo A. guiente gréfica.
SN

.,
-1/2 1 7j2 2537

110° 2¢0s(3x)
100° 3cos(2x)

(
(
90° 2cos(
(

80° 3cos(%




Utiliza la lista de cotejo para identificar qué dominas con base en las evidencias generadas y
guardadas en tu portafolio.

Mi trabajo refleja mi comprensién del concepto “funcién
seno”.

Calcular el valor del Conozco el valor de la funcién trigonométrica seno, calculada
seno de 30°. en 30°°.

Apliqué adecuadamente la funcién trigonométrica en el
problema resuelto.

Mi argumentacion es claray basada en fuentes matematicas.

| Argumentar por qué el

coseno de 45°y el seno
de 45° son iguales, Mi trabajo presentado es ordenado y limpio. Muestra buena
pero el seno de30°y ortografia.

el coseno de 30° son
distintos entre si.

Mi trabajo presenta ejemplos e imagenes para reforzar mi
argumentacion.

Estimé el valor de la expresidn sen®s + cos2x

Estimar el valor de Mis conclusiones presentan la relacidn con el teorema de
sen3x + cosx. Pitagoras.

Mi trabajo muestra ejemplos en los que utilizo la identidad
trigonométrica sen?x + cos?x = 1.




