





































































































































































































Conocer mi perfil vocacional.

Lieva a cabo las siguientes actividades.

Desde una computadora, ingresa al test vocacional para ingresar a la
educacidn superior de la pagina “Decide tus estudios”™

http://www.decidetusestudios.sep.gob.mx/vista/test-vocacional/

Con sinceridad, contesta las dos pruebas que se presentan en dicha pa-
gina. Con base en las cualidadesy gustos que mencionas, obtendras los
resultados que mostraran tu perfil vocacional.

En tu reporte de resultados vendra una lista de carreras profesionales
asociadas a tu perfil; con el cursor ingresa a cada una de ellas e investi-
ga de qué se tratan y si coinciden con tus intereses.




En el semestre desarrollaras tu Proyecto de vida, con la finalidad de clarificar qué deseas para ti, tomes
decisiones para marcar-la direccién de tu futuro y reflexiones acerca de las implicaciones que tiene en

tu vida llevarlo a cabo.

¢ Organiza la informacién de tu Proyecto de vida.

1. Copiaycompleta en tu cuaderno la siguiente tabla.

2. Escribe en la primera columna las metas mas importantes que deseas lograr. Agrega las filas que
sean necesarias.

Una vez que organizaste la informacion en la tabla, léela con atencidn para que tengas un pano-
rama de qué implica el planteamiento de tu Proyecto de vida.

Escribe por qué consideras importante elaborar un Proyecto de vida.

Elabora un organizador grafico donde incorpores frases que te motiven a trabajar dia con diaen
tu Proyecto de vida, incluye tus metas para que las tengas presentes todo el tiempo. Coloca este
organizador en un lugar visible en tu casa. Utiliza este esquema para elaborar un esbozo y enri-
quécelo paulatinamente.

Proyecto de vida de:




Si quieres saber, por ejemplo, la cantidad de personas que son vegetarianas con respecto a las que.
prefieren comer carne, la tasa te ayuda a averiguar ese dato. Con la tasa relacionamos qué tant
cambian dos variables entre si, una variable serd dependiente de la otra.

La tasa, las proporciones y los porcentajes se usan en el comercio y, las ciencias, como medicina,
biologfa, etcétera. Si consideramos que el cambio de la variable ysedadey ay, ysila variable
varia desde x, a x,, la tasa de cambio de y con respecto a x es:

Yoo N

X=X

Asi, tenemos estas propiedades para y:

» Siy,-y,>0implica que y crecid.

» Siy, -y, <0implica que y decrecié.

Analogamente para la variable x:

= Six, -x,>0implica que x creci6.

s Six,-x, <0implica que x decreci6.

La tasa de cambio se expresa también asi: ’f—&:yxﬁl , siendo la tasa de cambio promedio de y co
respecto a x.

Hay diversos ejemplos de tasas: la tasa de interés en plazo determinado, la tasa de natalidad, d
desempleo, entre otras.




Eje: Del pensamiento
aritmético al lenguaje

algebraico
importante considerar que si una de las variables es el tiempo, la tasa se llama tasa de cambio,
ar ejemplo, la tasa de: mortalidad, fecundacidn, crecimiento, etcétera.
emplo
lcularemos la tasa de cambio de la funcidn f(x) =x2+ 2 en a
T _ . Y
s intervalos [-2, 0] y [0, 2], observa la Figura 2.1. Y 6 o
sticando la formula en el intervalo [-2, 0] tenemos : \\ 5 /
flo)-f(-2) 2-6 -4 4 .
e = =4 fl0) ~if(-2) / fi2) ~ f(0)
0—(-2) 2 2 INAaL
:entras que en el intervalo [0, 2] obtenemos: A\
f2)-f0)_6-2_4_, 0-(2) |r0)2-0
2-0 2 2 1
z mo ves, ambas tasas son valores opuestos, latasaen[-2,

s negativa y corresponde a un intervalo donde {a fun-
n decrece, y la tasa en [0, 2] es positiva y corresponde a
= intervalo donde la funcidn crece.

mplo

snsideremos la situacién: Para 1990, un granjero aumentaba su poblacién de gallinas con una
zsa de 150 gallinas por afio. Si en 1998, su poblacidn era de 6 000 gallinas, hallaremos fa pobla-
n que habia en 1995.

s datos son x, = 1993, x, = 1998, la tasa a 2=150 gallinas/afio y y, = 6000. Aplicando la férmula
la tasa Ay—yz - tenemos,

X=X

0= e es decir, 150=""5%, de donde 150-3=6000—y,, asi 450+ y, =6000.
1 1

~ 1588-1695 *
zsultando y, =6000—450=>5550 . Esto significa que en 1995 habia 5550 gallinas en su granja.
mple

atabla se indica el crecimiento poblacional de cierta localidad mostrando el nimero de habi-
ntes N(t) de un pueblo en los primeros t afios:

f
i
|
4
i

20 80 140 220 230 245 247 250 250 250

;Cudl es el total de personas en el tercer afio?

140 personas.




£
&

¢Cual es el nUmero total de personas en el noveno afio?

250 personas.

Encontraremos la variacién poblacional desde el afio dos hasta et afio nueve.

La tabla muestra que en el afio x, =2, el nimero de personas es y, = 80. Para x, = 9, el nimero
de personas es y, = 250.

El cambio esta dado por Ay =y, -y, =250 - 80 = 170 personas. Como el valor resulté positivo,
la poblacion se incrementd en 170 personas durante Ax =x,-x,=9-2=7 afios.

Ahora determinaremos la tasa promedio de las personas para los afios dos a nueve.

La tasa promedio del crecimiento de poblacion respecto al tiempo es:

ﬂ: YoTh 170 _ 24.28 personas/afio.
A x,—x

La nocién de razén es errdneamente relacionada con el concepto de fraccion, pero no siempre lc
estd. Las fracciones son cualquier par ordenado de nimeros enteros cuyo segundo componente
(denominador) es distinto de cero, mientras que la razén la definiremos como la comparacion de
dos maé:h'it-ugjes, es decir, de nimeros reales. Tengamos en cuenta algunas consideraciones:

s
. 2

.

‘_Lg\ais" rézgpﬂés_,se pueden asignar mediante simbolos distintos, por ejemplo, la razén 3 a 5
" “puede Verse como 3:50 3—5.

i Las_r’é’zon:es comparan entre si objetos con unidades diferentes, por ejemplo, 150 kilo-
metros por 3 horas. Mientras que las fracciones, se usan para comparar el mismo tipo de
" objetos: tres de cuatro partes, que indica i

_ Las razones pueden expresarse de manera distinta que la notacion fraccional, es decir, no
" es necesario el uso de la notacidn de fraccidn para saber que existe una razén, por ejem-
plo, 50 litros por metro cuadrado.

De manera general, las operaciones en las razones no se efectian deigual manera que las
fracciones, por ejemplo: deseas ponchar globos para ganar el juego, en los primeros cinco
intentos ponchas tres globos (5 : 3), en tos proximos dos intentos ponchas cinco globos,
(2 : 5) entonces se combinan para producir siete globos ponchados en ocho intentos, es
decir,5:3+2:5=7:8.

En las razones, el segundo componente puede ser cero, sin embargo, esto no quiere decir
que tengamos que dividir entre cero, por ejemplo, en una caja, la razén de caramelos
azules a rojos puede ser 5 : 8, y también puede ser 8 : 0, es decir, que en la caja sélo hay
caramelos azules.




Eje: Del pensamiento
aritmético al lenguaje
algebraico

Definimos razén como la relacién entre cantidades que expresa cuanto de una pertenece a la otra.
La notacion que usaremos para expresar esta relacién esa: byselee g esab.
Eiemplo

imero Si en una bolsa de dulces hay 30 caramelos y 24 paletas, la razén de caramelos a paletas es de 30

a24,yseescribe 30:24.
sitivo, Si deseamos saber la cantidad de caramelos que hay por cada paleta en la bolsa, esto implica de
manera implicita la operacién de divisién:

30:24="—=222_2
24

Es decir, que en la bolsa hay cinco caramelos por cada cuatro paletas. Por lo tanto, larazén es 5 : 4.
Para valores con decimales se multiplica hasta obtener valores enteros.

Ejemnblo

e lo
1ente
inde

3.5:2esigualque3.5-2:2-2, es decir, 7: 4.

Con las razones podemos expresar diversidad de relaciones.

Ejemplo

Encontraremos la razén de la anchura y la longitud de una televisién de plasi
son 90 cm de anchura por 2 m de longitud.

ia

l6-
de
100 cm
- 2)7({-—1;{——200cm.
n-
Por lo tanto, la razén de anchura a longitud en la televisién es 90 : 200, simplificando 3
as 36 =% - Es decir, 9: 20,9 cm de anchura por cada 20 cm de longitud.
co
1S,
es .
Una proporcion es la igualdad entre dos razones.
dr Se escribecomoa:b:c:dobiencomo £=% yselee“aesabcomocesad”’,
3s '
y Llamemos k a la constante de proporcionalidad, el resultado de la divisién de las razones, queserd

el mismo para cada una de ellas.




Teorema fundamental de las
proporciones.

Las proporuones siempre cumplen el Teorema fundamental de las proporciones (TFP).

% s
Dada una proporcion tenemos que el producto de los extremos es igual al producto%
de los medios:

De manera reciproca, dos productos iguales pueden escribirse como una proporcion:

Josué desea hacer una ampliacién de su rostro en una fotografia que mide 5 cm de
“altura por 2.5 cm de ancho. Si Josué desea que su rostro sea de tamafio real, es decir

*ff_Enr.»una fotografia, las dimensiones son proporcionales a la persona, por tanto, fa

9_Csqd=ch.
b d

ad= cb:>g 5
b d°
i=1=216=84 o 3=2=325=515 © 2=3825630=902

Dada la proporcion =32 se pueden formar ocho proporciones:

12 _3 20 _.12 3 5 20 _5
20775 5 3 12720 1273
52 5 —3 1220
3T 1R 20712 375

18 ¢m'de altura, daremos la anchura necesaria para evitar distorsiones.

razén de altura-anchura debe serigual. Larazénes5-2=2.5-2,en enteros 10: 5y
ia razén de dimensién real es 18 : x, tenemos 10: 5 :: 18 : x, es decir:

=1 aplicando el TFP: 10x = 18 - 5, luego dividimos entre 5 a ambos lados de le

lgualdad ”X = 1855 obteniendo 2x = 18, es decir x = 9. Por lo tanto, Josué deberé
ampliar su fotografla a9 cm de ancho.

Procederemos a encontrar las medidas de una cancha de futbol, sabiendo que su
perimetro mide 433 metros y si larazén entre elancho y el largo es 5: 8.

El perimetro de la cancha mide 433 metros, asi, 2a + 21 = 433 y la razén entre e3
ancho y el largo es 5: 8, por tanto, ¢=1. Aplicando el TFP obtenemosa -8 =5
entonces a=2.Remplazando en la expres&on del perimetro:

2(2-()+2/=433 . Multiplicamos ambos lados por cuatro, resultando: 5/ +8/=1732, de
donde 13/=1732. Efectuando la divisidn entre 13, [=133.23.

Ahora sustituyendo el valor de len =2/ tenemos: a=31=%(133.23)=83.27.

La cancha mide 83.27 m de ancho y 133.23 m de largo aproximadamente.




un salén de clases, la razén entre la cantidad de hombres y de mujeres es 3: 2. Si
¥ 27 hombres, determinaremos la cantidad de estudiantes en e salén.

2presentemos con m a las mujeresy con h hombres, la razén entre hombres y mu-
7eses3:2,esdecirh:3:m:2.5i hay 27 hombres, entonces 27:3 = m:2 o bien
=72, aplicando el TFP tenemos 27-2=m “3,quedando £=m, asim=18.

ay 45 estudiantes en total, de los cuales 18 son mujeresy 27 hombres.

2mos que la variable y es directamente proporcional a la variable x si y = k - x, donde

e

-Uha constante y la llamaremos constante de proporcionalidad directa.

plos

Analizaremos la férmula para obtener la circunferencia de un circulo C=2r - 11.

Sabemos que la longitud de una circunferencia ¢ es directamente proporcional al
radio de la misma, donde 277 es la constante de proporcionalidad.

Observa que de la férmula Y =k - x obtenemos k=% Tomemos en cuenta que si
una de las variables incrementa en cierta proporcién, la otra también incrementa

en la misma proporcién, o por el contrario, si una de las variables decrece en cierta
proporcién, la otra también decrece en la misma proporcién.

Consideremos y directamente proporcional a x, ademas y =6 cuando x = 3, encontra-
remos el valor de y cuando x=9.

Por definicién, tenemos y = k - x. Si sustituimos y = 6 y x =3 y calculamos el valor de
la constante: 6 = k - 3, entonces k =5$=2.Porlo tanto, y =2 - x, sustituimos el nuevo

valor parax =9, obteniendoy =2-9=18, entonces y = 18 es directamente propor-
cionalax=9, '

- Luisa desea abastecer su tienda y compra cuatro herramientas a un costo de $1 450,
hallaremos el costo de 20 herramientas iguales a las anteriores.

Estas cantidades estén relacionadas de manera proporcional porque entre mas he-
rramientas, sera mayor la cantidad de pesos a pagar.

Llamemos H a la cantidad de herramientas y P a la cantidad de dinero en pesos.
Por lo tanto, P= k - H, sustituyendo los valores de H y Py despejando k obtenemos:

p=P__ S1450 _ $3625
H 4 herramienta herramienta

$362.5

Poniendo H=20, resulta: P= 225y =525 (20 herramienta )= $7250 .

Eje: Del pensamiento
aritmético al lenguaje
algebraico

Las proporciones directas.
Se caracterizan porque al
aumentar una variable, la
otra también aumenta.

Las proporciones inversas
se caracterizan porque al
disminuir una variable, la
otra aumenta.



Tres hermanos desean invertir en un negocio, sin embargo tienen distintos capitales, uno de
ellos invierte $4 000; otro invierte $4578 y el tltimo s6lo $3 855.

Los hermanos deciden que las utilidades seran repartidas en forma directamente proporcio-
nal al capital invertido.

¢Cudnto recibira cada uno si la utilidad generada en el negocio al primer afio de trabajo es de
$90000?

Consideremos las variables x, y, z, donde:

x = la cantidad de dinero que le toca al primer hermano.

y=1a cantidad de dinero que le toca al segundo hermanao.

z=la cantidad de dinero que le toca al tercer hermano.

La utilidad generada en el primer afio de trabajo esta representada por:
Xx+y+2z=90000 (1)

Como es repartida proporcionalmente, les corresponde:

Al primer hermano x = 4000k (2)

Al segundo hermano y = 4578k (3)

Al tercer hermano z = 3855k (4)

Sustituyendo fas ecuaciones (2}, (3) y (4), en (1) y despejando k:

4000k + 4578k + 3855k =90000 , entonces 12433k =90000, asi k =392 ~7.239 .
Por lo tanto:

El primer hermano recibe 4000k = 4000(7.239) = 28956 .

El segundo hermano recibe 4578k ~4578(7.239) = 33140, mientras que:
El tercer hermano recibe 3855k = 3855(7.239) = 27904 .

Esimportante mencionar que xy y son directamente proporcionales si la razon entre ellas es cons-
tante cuando x es distinto de cero, es decir, Z=k donde k es la constante de proporcionalidad.

Como vimos en el primer parcial, esta relacidn representa una recta que tiene razén de cambic
constante, ahora sabemos que coincide con la constante de proporcionalidad.




i tres metros de cierta tela para tapizar cuestan $600, responderemos, ;cuanto cuestan diez
metros de la misma tela?

3 .. 600

Tenemos =%, despejando as x =%%£=2000, diez metros de la misma tela para tapizar
cuestan $2 000.

Si cinco trabajadores cavan el hoyo de una cisterna de 8 m de profundidad, ;cuantos metros
cavaran 10 obreros trabajando bajo las mismas condiciones?

Los datos son: =2 despejando el valor de x obtenemos x=% | esto es x = 16. Por tanto 10
obreros cavaran 16 metros de profundidad.

Enla Figura 2.3 se encuentra un tangram. En binas
construyan un tangram en cartulina, de tal mane-
ra que cada lado tenga una longitud de 8 cm.

;Cual es la razén entre sus perimetros?
2. ;Qué razdn tienen sus dreas?

{Cual es la constante de proporcionalidad de
los perimetros?

Las medidas de los angulos interiores de un trian-
gulo estan a razon de 4 : 15 : 17. ;Cuanto mide
cada angulo?

Tres obreros realizan un trabajo cobrando $5730.00. ;Cuanto le corresponde a cada uno?
Tomando en cuenta que uno de ellos trabajoé 12 dias; otro, 18 dias y el Gltimo, 15 dias.

La razdn entre mujeres y hombres en un salén es de 2 a 3. Hay 12 mujeres, ;cuantos hom-
bres hay?

Utiliza el teorema fundamental de las proporciones para formar proporciones a partir de
lasigualdades dadas:

40-6=24-10
m.n:p.q

rr=a-b

Un mecanico y su ayudante reciben $270000 por ajustes de motor de tres autos, ambos
deciden repartir en razon 7: 2. ;Cuanto dinero recibe cada uno?

Si Penélope trabaja tres horas a contraturno y obtuvo una remuneracién de $8 100 a esa
razon, ;en cuanto tiempo ganara $27000?

Eje: Del pensamiento
aritmético al fenguaje

algebraico




Una proporcion numérica es una igualdad entre dos razones numéricas. Recordemos que el tec
ma fundamental de las proporciones nos dice que el producto de los extremos es igual al produs
de los medios: £=<{=a-d=b-.

Si se nos presenta la situacién ¢=15. Es decir, que el extremo d de la proporcién es 100, llam

mos a esta proporcion porcentaje. El término porcentaje es usado cominmente en finanzas, p
saber el interés que cobra un banco o que se genera de una tarjeta de crédito, realizar un estu

como el porcentaje de pobreza en el pais, etcétera. Se usa el simbolo % para representarlo.
Eiemplos

1. Isabel desea un préstamo de $5500 y necesita saber qué intereses pagara al cumplirse los t:
afios que supone tardara en pagar la deuda si el banco tiene una tasa anual fija de 30 %.

La férmula que nos permite calcular el interés es: /= C - r - t, donde / representa el interés, C
capital, rlatasayt el tiempo.

De nuestro problema tenemos que C = 5500++4; r =30 % y t = 3 afios, sustituyendo en la f&
mula obtenemos:

1=5500-(30/100) - 3, quedando /=5500 - 0.30 - 3 =4 950, Concluimos que Isabel adqui
una deuda de $5500 + $4 950 = $10 450.

Imagina que vas a la tienda y ves una computadora que cuesta $18 000, ademas tiene descu
to de 15 %. Encontraremos los montos del descuento y el precio con descuento.

El descuento se obtiene con d=18000-0.15=2700.

El precio de oferta es $18000 - $2700 = $15 300.




Eje: Del pensamiento
aritmético al lenguaje

Regla de tres

En tus clases de matematicas, seguro has escuchado decir a tu profesor “aqui sélo aplica la regla
de tres”. El origen de esta regla se dio en China con el siguiente problema:

“Dos picul y medio (una medida de peso transportada por
un hombre sobre sus espaldas, aproximadamente 65 kg)
de arroz se compran por un taiel de plata. ;Cudntos picul
de arroz se pueden comprar con 9 taiel?”

Fue estudiada por los arabes, dando origen a la obra Sobre la regla de tres en la India de Al-Biruni.

Es comun que escuches acerca de ella e incluso ya la habras aplicado. La regla de tres consiste
en calcular una cantidad a partir de tres cantidades conocidas que varian proporcionalmente, la
variacion puede ser directa o inversa.

Regla de tres simple directa

En estos problemas debemos hallar un cuarto proporcional conociendo los otros tres. El procedi-
miento consiste en:

Escribir la hipdtesis: si a es a b, luego preguntar: ;c es a x o xes a d?, donde x es la incégnita. Final-
mente despejar la incégnita de la expresion $=< o =% segln corresponda.

X
Despejando el valor de x en estas expresiones, obtenemos x=% o x=9, seg(in sea el caso.
Elemnlos
1. Siportreshoras de trabajo Juan gana $1 000, ;cuanto cobrara por 10 horas?

Aplicando la regla de tres:

x =100 - 3333 33,

3 1000

Es decir, Juan ganara $3333.33 en 10 horas.

Un coche tarda 50 minutos en llegar a su destino con una velocidad de 60 km/h. ;Cudnto tarda-
ra si su velocidad es de 120 km/h?

Al aplicak la regla de tres se obtiene:

_ (120)(50) _
x="7—=100.

120 X

Tardara 100 min =1 h 40 min en llegar a su destino.

nd

algebraico




Regla de tres simple inversa

Primero definimos dos magnitudes inversamente proporcionales cuando la razén de un lado dis-
minuye y del otro lado aumenta y viceversa.

Laregla de tres simple inversa se utiliza cuando el problema trata de dos magnitudes inversamen-
te proporcionales.

Para resolver esta regla de tres inversa seguimos la formula:
a b ab

= X=—.
c X C

Si 20 trabajadores tardan 10 dias en terminar el trabajo pendiente, ;cudnto tiempo tardaran 30
trabajadores en terminar el mismo trabajo?

x="200 - 667=7.

Concluimos que 30 trabajadores tardaran aproximada-
— mente 7 dias en terminar.

307; X

Rosa desea sacar toda el agua de su cisterna para limpiarla y hace 100 extracciones con una
cubeta de 10 litros de capacidad. Si la cubeta fuera de 18 litros, jcudntas extracciones haria
Rosa para sacar toda el agua de la cisterna?

Entonces X = (_11)1(_;)0_) ~55.56=56.

S 18 e RoSa Necesitaria hacer 56 extracciones para dejar vacia
: X ‘ .
c i b T a cisterna,

Pedro utiliza tres bultos de 25 kg cada uno para alimentar a sus 12 perritos del refugio durante
un mes (considerando que el mes tiene 30 dias).

Si son adoptados 4 perritos, ; para cuantos dias habrd comida suficiente?

Considerando que Pedro tiene 12 perritos y ya adoptaron 4, quedan 8 perritos en el refugio.

Los datos del problema son:

Lo cualimplicaque: X = (12)5530) =45,

Concluimos que la comida alcanzara para los préximos
45 dias.

B




Productos esperados

Actividad

4 Sigue las instrucciones dadas y guarda el resultado como evidencia de aprendizaje.

En esta actividad propondras dos problemas con sus respectivas soluciones. En cada uno harés
uso de la regla de tres simple directa y la regla de tres simple inversa.

;Qué datos necesitas? ;Qué debes tener en cuenta? ;Cual es la diferencia entre la regla de tres
simple directa y la inversa? Elabora un diagrama o mapa conceptual con las caracteristicas o
diferencias de la regla de tres simple directa o inversa.

Supongamos que te hallas en esta situacién:

TG y tu familia van de dia de campo, pero olvi-
dan la tienda de campaiia, sin embargo, ideas
hacer una con un arbol del bosque, una lona y
un palo de madera. Observa la Figura 2.4.

Si suponemos que la longitud de la sombra del
arbol mide 6 metros, colocarias 6 trozos de ma-
dera adistancia de 1 metro. En esta situacion, la
razén entre la longitud de la sombra y la longi-
tud del metroes de 6 a 1.

Diremos, en general, que en el proceso de medir una longitud consiste en encontrar el nimero de
veces que usamos otra longitud a la que tomamos como unidad. Es bien sabida la importancia de
utilizar propiedades geométricas en la resolucién de problemas. Una propiedad geométrica se
usa cuando simplemente aplicamos el razonamiento deductivo.

La razén geométrica es la igualdad entre dos razones geométricas. Se representa por ;=7 .Enla
razén geométrica determinamos cudntas veces una magnitud contiene a otra. En geometria, la
proporcién se da entre segmentos y hacemos uso de sus vértices para que estén perfectamente
definidos.

Notacién. Usaremos letras mayusculas y nimeros (A, B, C, 1, 2, ...) para denotar los vértices
originales y letras y nimeros con prima (4, B, C, 1, 2, ...) para los vértices transformados.

Si elegimos un segmento v como unidad de medida, es posible asignar a cualquier otro segmento
un ntimero real. Dados dos segmentos, su razén sera el valor de la relacién entre las magnitudes
de ambos segmentos.

Eje: Del pensamiento
aritmético al lenguaje
algebraico |




Cuando relacionamos dos razones, establecemos la pre-

porcién como la igualdad de dos razones £ = ’HZEZS)) .

Donde m(PQ) y m(RS) representan las medidas de los seg-
mentos PQy RS, respectivamente. En la Figura 2.5, toman-
do como referencia el segmento u, tenemos que la medi-
da del segmento PQ es 5y la del segmento RS es 3.

Por lo tanto, la razén entre ambos segmentos es 3, es decir, serd lamedida racional de PQ usando

RS como unidad: PQ=2RS.
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Retomando el ejemplo del arbol, supongamos que tu her-
manita decide ayudarte y coloca un palito de madera in-
dicando la unidad de medida, el metro, como se muestra
en la Figura 2.6.

:Qué podemos concluir? ;Existe una relacidn entre ambas
longitudes de las respectivas sombras del arbol y el palito
de madera?

iPues si! La geometria nos dice que existe una relacién en-
tre la razén de las longitudes de las sombras y los objetos
que las proyectan.

Formalmente, ambas razones son siempre iguales:

4B _DE
AC DF’

Entonces, si en nuestro problema, el palito de madera que usé tu hermano mide 1.5 m, su sombra
1.8 my la sombra del arbol 6 m, tenemos:

15 _

13 =4%,encontrando el valor de x, resulta que x =5 metros.

Diremos que dos pares de segmentos son proporcionales si las razones que se establecen entre
cada par son iguales.

Existe una explicaciéon matematica de la propiedad que nos permitira calcular las distancias y lon-
gitudes de objetos en situaciones similares a las de nuestro problema.

Elsiguiente teorema fue formulado por Tales de Mileto:

“Los segmentos homologos en la proyeccion paralela que

se establece cuando dos rectas distintas [y I’ son cortadas

por un par de rectas paralelas son proporcionales.”

S

W)
it
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ido la Figura 2.7, representamos el teorema de
algebraica como:

-@—— PIQI
RS R'S'"
TJbserva que la razdn entre los segmentos PQ y RS nos
dice que existe un nimero real k tal que PQ =k - RS,y el

nlmero k no es mas que la medida de PQ usando el seg-
mento RS como unidad.

na consecuencia del teorema de Tales:

Toda paralela a un lado de un tridangulo determina con los otros dos lados un nuevo triangulo
, cuyos lados son proporcionales a los del primero.

Fok PRI
Elemplos

Observemos la figura 2.8. Si en el triangulo ABC traza-
mos una recta paralela MN a la base del triangulo, es

decir, a BC, el teorema de Tales nos dice que 44 =4 (1)
Si volvemos a trazar una paralela AB por N, el teore-
ma de Tales ocurre: 2-=82=M (3)

De (1)y (2) deducimos 4 =44 =M

Dividiremos un segmento de 10 cm en partes propor-
cionales ados segmentosde 2 cmy 3 ¢cm. ;Cuanto mi-
den los segmentos resultantes?

Los segmentos miden x y 10 - x respectivamente.
Observa que se forman dos tridngulos semejan-
tes, porque sus angulos son iguales (Figura 2.9), asi:
3=10x 3% =(10-x)(2), esto es 3x = 20 - 2x, del cual
se obtiene 3x + 2x =20, es decir, 5x = 20, por lo que x = 4.

La sombra de una casa mide 8 m. A la misma hora, la

sombra proyectada por un coche que mide 1.3 m de
altoesde 4 m.

Calcularemos la altura de la casa. Nota que hay una

proporcion directa, entonces podemos desarrollar
lo siguiente:

o 1.3
f=%=26m.




Tales de Mileto fue fildsofo
y matematico griego.

Inicid su escuela en Mileto,
la primera de las escuelas
filoséficas de la Antigua
Grecia. En geometria elabo-
ré un conjunto de teoremas
generales y de razonamien-
tos deductivos a partir de
los primeros. A Tales se le
atribuye el teorema: Sien
un tridangulo se traza una
linea paralela a cualquiera
de sus lados, se obtiene un
triangulo gue es semejante
al triangulo dado

La proporcionalidad tiene distintas formas de representacidn, en esta seccidén conoce-
ras una nueva representacion: la algebraica.

La proporcionalidad siempre se resume en esta expresion: y =k - x.

Donde k es un valor constante. Esta expresién también representa la ecuacion de una
recta, donde a k la llamaremos pendiente de la recta y la representaremos con la letra
m, asi, la expresidn se convierte en: y=m - x.

En una granja, la razén de gallos a gallinas es de 1 a 3. Si hay 10 gallos, ;cuantas ga-
llinas hay?

Si representamos con x el nimero de gallos, tenemos =% resultando la ecuaciér
de proporcionalidad x:(—m{(i):30 , entonces hay 30 gallinas.

Esta informacion la podemos clasificar en una tabla de valores, donde para obtener
los valores de las gallinas solo multiplicamos el nimero de gallos por tres.

La constante de proporcionalidad es k=2=3En el primer parcial aprendimos a pc-
ner estos datos en una gréfica.

A

Y

30

25

20

10 -

Si y representa el nimero de gallinas, x es el nimero de gallos y k la constante :
proporcionalidad, la expresion algebraica de este problema es y=3x.

Maria desea remodelar su departamento, para eso planea comprar papel tapiz.

¢Cuantos papeles tapiz seran necesarios si con 10 cm de largo se cubre una lon
de 6 m? ;Y si el papel tapiz tiene 5, 10, 15 0 20 cm?
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Para obtener la expresién algebraica, buscamos primero la constante de proporcio-
nalidad con la férmula m - n = k, en nuestro ejemplo k = 600, entonces la expresion
serd m - n= 600 para cualesquiera valoresde my n.

Elaboremos una tablay con ella una grafica como se muestra enseguida.

A ‘%\
120 z
\
5 1_20_,6 =120 100 \g
\\
10 6=60 8 N
Y
&0 N
15 R-6=40 .
\\
4 e
100,07 —
20 56=30 o ——
25 W.6=24 >
0 5 10 15 20 25 30
100,
30 20 6=20

3. Ladistancia que un ciclista recorre a razén de 12 km/h, se puede representar de tres
maneras distintas:

Primero con la ecuacion d = 12t donde d es distancia y t representa el tiempo. Y
como siempre, por medio de una tablay su respectiva gréfica:

40
05 N
30
1 12 25 -
2 24 2
3 36 15 ’
1

¢ Resuelve los siguientes problemas.

1. Calculaelvalordex, considerando 2. Si tomamos como dimensién el
ag=3cm,b=4cmyc=6cm metro, calcula los valoresdex, y, z.




3. Representa de las formas distintas que ya conoces las situaciones:
En un salén, larazén de nifias a nifios es de 3 a 4. Si hay 21 nifias, ;cudntos nifios hay?
La distancia de un automévil a razén de 100 km/h.
Por 6 dias de trabajo, a Ema le pagaron $4000. ;Cuanto ganard Ema por 13 dias?

Tu papa quiere preparar para tu cumpleafios un pastel, y en la receta dice que por cada
150 gramos de harina hay que afiadir 15 gramos de cacao y chispas de chocolate. Tu
papa decide que para el nimero de personas invitadas unos 45 gramos de cacao seran
suficientes. ;Cuantos gramos de harina necesitara para el pastel?

4. Si5kilos de naranjas cuestan $100, ;cudntos kilos se pueden comprar con $12007?
5. ;Cuanto es 30 % de 8007

6. Enuna tienda de ropa hay descuento de 12 % sobre toda la ropa de nifio. Ana desea com-
prarle un traje a su hijo con precio de $460. ;Cuél es el monto del descuento? ;Cual es el
precio de oferta del traje?

Sigue las instrucciones dadas para preparar una exposicion del tema propuesto.

La proporcion aurea es tema de estudio de la geometria, se usa en arquitectura, artes, produc-
cién industrial, etcétera.

El siguiente video del pato Donald da una breve explicacién de ella: https://www.youtube.com/
watch?v=Th8dNH9Xnfg

En equipos de tres integrantes investiguen acerca de la proporcién durea. Te puedes apoyar en
las preguntas de la lista.

1. ;Quéeslaproporcién durea?

2. ¢(Quién la descubrié?

3. ;Coémo encontrar la proporcién durea?

4. ;Qué propiedades tiene?
La investigacién debe incluir portada, desarrollo y conclusiones. Ademds, deberan prepararla

para una exposicion en aula.

Todo el grupo compartird su investigacién y llegaran a conclusiones.
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Conoces el conjunto de los nimeros reales (R ) y también las propiedades que posee. Dicho con-
junto tiene dos operaciones: adicién y multiplicacién por escalares (elementos de R ), y en la
primera parte de este libro has comprobado que cumple con ciertas condiciones, todas estas pro-
piedades hacen del conjunto R el campo de los reales.

Un polinomio con coeficientesen R es una expresién de la forma:
—_ -1
PX)=ax+a, x"'+..+ax+a,

Con nun nGmero naturalya ,a,_,...,a,,d,son elementos de R . Como puedes observar, un poli-
nomio, cuya Unica variable es x, s una expresién algebraica formada solo por la suma de términos

delaformaax.

Definiremos el grado de un polinomio como el mayor exponente de x que aparece en la represen-
tacién del polinomio P(x) =a x"+a, _x""'+...+ax+a,cuyo coeficiente sea diferente de cero. Si
P(x) = ¢, donde ¢ es un escalar no nulo, entonces su grado es cero.

Eiemplos

Nota que son polinomios:

a. 5x+2

g, -22

Observa que no son polinomios:

a. 3y+x 3y+439x-3
yz

d., x? e. VX' +4

;Cuéles son elementos de un polinomio? Dado un polinomio, llamamos término a cada expresion
algebraica ax, recordando que j es ndmero entero no negativo y a, son nimeros reales.




i

Elementos de un polinomio.

polinomio.

Realiza lo que se pide.

X -x

1
55X+ 2%

El polinomio -3x tiene solo un término

Monomio: cuando el polinomio tiene un término. 2x° es un monomio.

En general, llamamos polinomios a los que tienen dos 0 mas términos. x° - x2 + 2x -4 es un

El polinomio x? + 2x tiene dos términos

El coeficiente numérico es el factor numérico
del mismo. El término constante es el coefi-
ciente numérico que no contiene variable.

El nimero a, se denomina coeficiente principal
y el nimero a, se denomina término indepen-
diente.

Dado un polinomio, éste se clasifica depen-
diendo del nimero de términos:

Binomio: cuando el polinomio tiene dos términos. 3x? ~ ¥ es un binomio.
Trinomio: cuando el polinomio tiene tres términos. 3x* - 2x2 + x es un trinomio.

1. ldentifica si las expresiones algebraicas son polinomios o no.

2E+3x5 -3+ 3 X2+2x+3

25

2. Clasifica los polinomios y encuentra su grado.

2 =2 +4x

3

isi

141
l.fi




Llamamos polinomio lineal al polinomio de grado uno, cuya forma es: P(x) =a x + a,, elvalordea,
puede ser cero o distinto de cero, pero a, debe de ser diferente de cero.

Los polinomios 3x-5, -x y 4x son lineales.

Un polinomio lineal es una funcién lineal. Re-

cordemos que una funcién es una correspon- g

dencia entre dos conjuntos: el conjunto de par- i

tida, llamado dominio, y el conjunto de llegada, L o
llamado codominio, a cada elemento del domi- LOOOmMIno

nio le corresponde uno, y solo uno, del codomi-
nio, como se muestra en la Figura 2.12.

R —

Una funcién lineal es una funcién cuya expre-
sidn analitica es un polinomio de primer gra-
do: f:RoR,f(x)=ax+b. Elementos de una funcién.

Elemplo

Consideramos funciones lineales a las siguientes:

g, fx)=3x-2 b, my)=-2y+1 . bx)=6x+4-3x

Las funciones lineales sirven para modelar diversas situaciones. Por ejemplo, la distancia que re-
corre un avidn que viaja a una velocidad de 450 millas por hora, en funcién del tiempo de vuelo. Si
srepresenta la distancia en millasy t el tiempo en horas, la funcién que la representa es: s(t) = 450t.

Elemplo

Un problema muy recurrente en los textos matematicos es: “Piensa un nimero, dividelo entre dos
y stimale 6. ;Qué nimero result$?”.

Este problema se puede expresar algebraicamente con un polinomio lineal de laforma f(x) = 7 +6.

¢ Expresa algebraicamente la funcion de cada una de las situaciones.
1. Lafuncién que a cada nimero le asocia su triple.
2. Lafuncién que a cada nimero le asocia su mitad mas 20.
3. Unafio de vida de un humano equivale a 7 afios de vida de un perro.
4,

La tarifa de una empresa de telefonia es de $12 por tasa fija mas $5 por cada minuto extra.
Determina la funcién “precio por minuto” en relacién a los minutos.

Eje: Del pensamiento |
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5. Losimpulsos en los nervios viajan a una velocidad de 235 pies/segundo. La distancia recc-
rrida en t segundos esta dada por la funcién.

Identifica cuales de estas funcicnes son lineales.

1. 2x-3 2. 5x+2x-10 3. X2 +x-2

4. -x* 5. X+x g, 5+4

Un polinomio con unavariable, por ejemplo x, se dice cuadratico si es de grado 2. La forma general
de un polinomio cuadratico es:

= 2
flx)=ax*+ax+a,

Los siguientes son polinomios cuadraticos:

33+ x -2x?

X+x+4 ’ Xrx+a

i¥ sil Los polinomios cuadraticos también expresan diversas situaciones, ;cuales? Las descubrire-
mos a continuacion.

Supongamos que t representa el tiempo en segundos y d(t) la distancia en metros que una pelota
cae después de t segundos. Si la distancia que cae la pelota después de t segundos es 102 metros,
dicha situacién se puede escribir como d(t) = 10t

Una de las propiedades de los nimeros reales es: todo nlimero positivo tiene dos raices cuadra-
das, unamanera practica de indicar las dos raices cuadradas de un nimero es utilizando el simbo-
lo “mas menos” (). Por ejemplo, las raices cuadradas de 16 pueden indicarse mediante +4, y se
lee “mas menos 4”. La ecuacion x? = 16, tiene dos soluciones; las dos raices cuadradas de 16, que
son precisamente 4.

La siguiente propiedad de la raiz cuadrada nos ayuda a determinar las soluciones de polinomios
cuadraticos de la forma x* = . En el tercer parcial, introduciremos conceptos que nos ayudaran a

dar solucion a los polinomios cuadraticos de la forma f(x) = ax’ +ax+a,

Propiedad de la raiz cuadrada: si x* = a, donde a es un ndimero real, se cumple que x:i\/a.

=
<

1
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X*=25
Aplicando la propiedad de la raiz cuadrada: xzi\/gziS
2¢=712

Para aplicar la propiedad de la raiz cuadrada debemos dejar la ecuacion en la forma general,
es decir, X2=122=36 para luego aplicar la propiedad: x:i\/gzi'G.

. xX2+10=59

F

Hacemos x? = 59 - 10 = 49, entonces x? = 49, Aplicando la propiedad de la raiz cuadrada obte-
nemos: x=1+/49=17

{a-5)2=32

Aplicando la propiedad de la raiz cuadrada: g—5= i\/3_2 , despejando a 'y simplificando obte-

nemos: a=+32+5=+J16+2-5=44/245.

Realiza los siguientes ejercicios.

1. Identifica cudles ecuaciones generan un polinomio cuadratico.

xX*-2=0

3x2=33
£, -5x*+x+3x=4

-5x*=30-8x?

2. Ax{x-2)=3x*+2x - X

Encuentra las raices de cada ecuacidn cuadratica.
#. X*=33

b, 3x2-10=24

€. x2+3=13

10x2-30 =700

e, (y+372-28=0

(a-10)2=64




Ten presente que un signo
menos delante de un pa-
réntesis cambia el signo a
todos los términos del poli-
nomio que estan dentro del
paréntesis, por ejemplo:

X-{(9x*-3)=x-9x>+3.

En esta seccidn veremos cdmo sumar, restar, factorizar, multiplicar y dividir polinomios.
Iniciemos introduciendo la definicion de monomios semejantes.

Recordemos que un monomio es el producto de un nimero (coeficiente) por una o mas
indeterminaciones elevadas a niUmeros enteros positivos (parte literal y potencias en
cada literal).

Diremos que dos monomios son semejantes si tienen la misma parte literal y las mis-
mas potencias.

Son semejantes los polinomios:

5x2y X = y2x Xy 24x

Suma v resta de polinomios

Para sumar dos polinomios, sumamos [0S monomios semejantes y conservamos sus
exponentes en la parte literal.
Por ejemplo, para sumar P(x) = 3x* - 4xy Q(x) = x* + 2x + 3, tenemos:
P(x)=3x*—4x
+ Qx)= xX*+2x+3

P(x)+Q(x)=4x*~2x+3
El opuesto de un polinomio es el que obtenemos al cambiar los signos a todos sus co-
eficientes.
Por ejemplo, el opuesto de Q(x) = 6x* + 5x - 4 es -Q(x) = -6x* - 5x + 4.
Asi, para restar dos polinomios, sumamos al primer polinomio el opuesto del segundo.
Por ejemplo, para restar los polinomios P(x) = x* + 2x* - 2xy Q(x) = 3x* - x* + 24, tomamos
el opuesto de Q(x) resultando -Q(x) = -3x* + x2 - 24, y sumamos ambos polinomios:
P(x)
+ —Qx)
P(x)-Q(x)

X4+2x*=2x

3+ X —24

I

“2xC+3x'=2x-24

g
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Sumaremos 24x3 + 2xy 14x3 - 5:

3 , 8 D
24x"+2x Recuerda que un parénte-

14x° -5 sis agrupa (asocia) a toda
3 una expresion, por lo que
38x°+2x-5 {(—xY* es diferente que -(x)2.

Resultando 38x3 + 2x - 5.

Para restar los polinomios x* + 2x* - 4x + 2'y 2x* + 8x + 2, encontramos el opuesto del
polinomio 2x3 + 8x + 2, que es -2x* - 8x - 2 y sumamos:

X +2x—4x+2
—2x°—8x-2

x* -12x

Resultando x* - 12,
Multiplicacién de polinomios

Para multiplicar dos polinomios debemos multiplicar cada monomio del primer poli-
nomio por cada uno de los monomios del segundo, recordando las propiedades de los
signos y exponentes, por dltimo, sumamos los términos semejantes.

Elemplo

Sean P(x) =x* + 2x + 1y Q(x) = -5x + 3. Efectuamos la multiplicacién por dos métodos.

4. Método 1:
P(x)Q(x)=(x*+2x+1)(-5x +3)
= X*(-5x+3)+2x(~5x +3)+1(-5x +3)
=-5x°+3x*~10x* +6x-5x+3
=5 ~Tx"+x+3
Método 2:

P(x)=x*+2x+1
x  Q(x)=-5x+3
(3)P(x)= 3x°+6x+3
(-5x)P(x)=-5x>-10x*—5x

=5 ~Tx*+ x+3




Las potencias son un caso de la multiplicacién de polinomios; el polinomio se multiplicara por si
mismo tantas veces como lo indique la potencia:

Calcularemos [P(x)]?, donde P(x) = 2x* - 3.
(2x2—3)2:(2x2-3)(2x2—3):2x2-(2x2—3)—3~(2x2—3):4x4—6x2—6x2+9

= 4x} - 1202+ 9

Desarrollaremos [Q(x))?, donde Q(x) = -x° + 5x.

(=3 +5x)* = (= + 5x) (-x° + 5x)(—x* + 5x) = (=X + 5x) (x* - 10x* + 25x%)

= _x®+ 10x7 — 25x° + 5x” - 50x° + 125x°

= —x® + 15x7 - 75x° + 125x¢°

L
3

Divisién de polinomios

La divisién de un polinomio entre un monomio se efectia dividiendo cada término del polinomic
entre el monomio. Ten en cuenta que al dividir polinomios:

El grado del dividendo tiene que ser mayor o igual que el grado del divisor.
El grado del resto debe ser menor que el del divisor.

El grado del cociente es la diferencia entre el del dividendo y del divisor. J

Dividamos el polinomio P(x) = 4x* + 16x + 8 entre el monomio Q(x) = 2x.

P 4x*+16x+8 4x* 16x 8 4
Ld_ X8 _AX XL E ox48+—

Q(x) 2x 2% 2x 2X X

La divisién de polinomios es bastante similar que la de nimeros reales. En la divisidn se cump
que el dividendo, D(x), es igual al producto del divisor, P(x), por el cociente, Q(x) mas el resto R .«

Dx) = P(x) - Q{x) + R(x).
A esta operacién también se le llama division entera de polinomios. Este tipo de division sier

genera un polinomio, a diferencia de dividir entre un monomio, COMo en el caso anterior, i
bargo, la expresion resultante se puede operar como si de un polinomio se tratase.
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Agui te dejamos algunos pasos que te ayudaran a resolver la divisién entera de polinomios.

.. Debes comprobar que ambos polinomios estan ord'enadbs conforme a los exponentes de
manera decreciente, dejando un espacio donde falte el término de algtn grado.

Divides el término principal del dividendo entre el término principal del divisor. El resultan-
te serd el primer término del cociente.

Multiplicas el resultado del paso anterior por cada término del divisor, y el resultado se
restara al dividendo.

Repetiras el proceso hasta que el polinomio que hayas obtenido tenga un grado menor que
el divisor,

ctuaremos la division de los polinomios S(x) = 2x* + 8x2+ 2x - 6 y T(x) = x* + 2x.

so 1. Paso 2.

2x*

x|+ ]+8x% +2x -6

Paso 4. (Paso 2. para -4x%)

2x% 4y

I’+2xl2x4+|__—]+8x2+2x—6 x2+2x!2x4+D+8x2+2x—~6
—(2x*+4x°) —(2x* +4x%)

—4x°+8x* — 453 +8x%

*350 4. (Paso 3. para -4x3) Paso 4. El exponente de 2x ya es menor que el
Ixt— 4y de X*, termina el proceso de dividir, quedando :

+2x12x“+[|+8x2+2x—6 P(x) =x*+ 2x
—(2x*+4x%)
_—4—; oy Qx) = 24% - 4x
~4x°+8x
—(~4x*+8x%) R(x)=2x-6
2Xx—
0+2x-6 D(x) = (X2 + 22 - 4x) + (2x - 6)

D(x) =2x*+8x2+ 2x -6

divisién exacta es cuando el resto es 0, por lo tanto, D(x) = P(x) - Qx).




Realicemos la divisién de los polinomios P(x) = 4x* + 10x> + 4x y Q(x) = 2x + 1.
2x° +4x
2x+114x° +10x* +4x
8x°+4x
0
Asi, 4x3 + 1002 + 4x = (2x + 1) (22 + 4x).

Recuerda que seguimos trabajando sobre el conjunto de los reales y basta recordar los algoritmos
basicos de las operaciones en este conjunto para entender mejor las operaciones entre polino-
mios. Cada que comiences un tema que involucre a los nimeros reales, busca la forma analoga de
como se realiza en el campo que ya conoces.

Realiza los siguientes ejercicios.

1. Encuentra el area de cada una de las figuras.

2%~ 10

x+1

x-9 . 5x-3

2. Efectialas operaciones.
(3x*+ 27 +10x - 9) + (2x - 3)
(25x° ~x* + 8x + 2) + (2x° - 3x* + 6x)
(TXE+ 223 -4 -T) - (26 - 2%° = T)
(10X +4x2-3x+5) - (8x3+4x% - 7)
(2E+6x2-3)+ (¢ - 6x%) - (4x* + 2x + 10)
(x+1){(x+3)(*-1)
5(x+2)?
(10x+2) entre2
(x*+8x+16) entre (x + 4)

(x*-4) entre (x-2)



valuacion
Para evaluar una funcién polinomial se utiliza la sustitucion, como en las demas funciones reales.
Ejemplo
Sea la funcién polinomial f(x) = P{x), P(x) = 2x - 1, queremos determinar f(0), f(-1) y f(3).

Tenemos:.

f(-1) = =2-1=-3

f(3)=2(3)-1=6-1=5.

Para graficar una funcién lineal daremos algunos valores del dominio a la variable x. Al evaluar la
suncién dando valores a x, obtenemos valores para la variable y, y asi obtenemos el bosquejo de
la grafica de la funcidn.

Elemplos

Graficaremos la funcion f(x) = 10x + 5.




ey

Grafiguemos la funcién f(x) = -x.

Ay
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1
X -1
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i 1
: -2
g 2
| 4 -4

Hallaremos la grafica de la funcion f(x)=%-10.
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Toda funcién lineal tendra como gréfica una recta. Pero no todas las rectas son iguales, si te has
fijado, algunas van hacia abajo, otras hacia arriba, otras mas tienen una inclinacion mas notoria,
todas pasan por dos puntos diferentes entre si, de lo contrario serian las mismas rectas.

Existen elementos de la recta que nos ayudan a analizar sus caracteristicas, aqui te los presentamos.

La pendiente de una recta que pasa a través de los puntos (x,, y) y (x, ,Y,), conx, £ x,, es:

m=2£0

X, =X

La ecuacién de la recta que pasa a través de (x,, y,) y tiene pendiente mes:y -y, = m(x -x,). La
ecuacién de la recta con pendiente m e interseccioén en -b es: y =mx - b.

La pendiente nos indica hacia dénde y qué tanto seinclina la recta:

Sim >0, larecta seinclina hacia la derecha.
Sim <0, la recta se inclina hacia la izquierda.

Si m=0, larecta es horizontal.




Eje: Del pensamiento
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Eiemplos

Graficaremos la funcién f(x)=—2x+4.

Para graficarla solo sera necesario encontrar dos puntos que satisfagan la ecuacién y unirlos
con una linea recta. Los puntos que hallemos seran las intersecciones de la linea recta con los
ejes coordenados Xy Y. Es decir, la interseccion de x es el punto donde la gréfica cruza al eje X;
lainterseccion y es donde la recta cruza al eje Y. Esto es, la recta cruza al eje Y justo donde x=0
{en la coordenada (0, y)) y la recta cruza al eje X, donde y = 0 (en el punto (x, 0)).

Resolvemos la ecuacion para y, entonces y = f(0) = —2(0)+ 4 =4y obtenemos el punto (0, 4).

Para hallar la interseccién con el eje X, hacemos y = 0y resolvemos parax: 0=—2x+4,quees
2x=4,despejando x obtenemos x =42, es decir, x = 6, asi obtenemos el punto (6, 0).

Graficando ambos puntos (0, 4) y (6, 0) y uniéndolos con una linea recta, conseguimos la gra-
fica de la funcién:

La pendiente de esta recta es m=%t=—24=-21 esto comprueba que la recta se inclina hacia

la izquierda.

Graficaremos la funcién f(x) = 4x - 3.

Para y: y = f(0) = 4(0) - 3 = -3, obtenemos el punto (0, -3).
Para x: f(x) = 4x - 3=0, que resulta en 4x = 3, es decir, Xx=3 , obteniendo el punto (,0) .

Por lo tanto, las intersecciones con los ejes estan dadas por los puntos (0, -3)y (3,0) . La pen-
diente de la recta es:

L)

.

/

0

/
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- Representa las funciones y obtén sus pendientes.
a, 3x-2 b. 5x+10 ¢, -4x-2

d. 8x+3 @, %-}-3 £ s5x

Ya habras notado que durante las secciones anteriores hemos dado herramientas para
el valor faltante en una ecuacion lineal, por ejemplo, el teorema fundamental de las pro
En esa seccion te daremos los pasos a seguir para la resolucion de ecuaciones lineales.

ndel paso 1, que daremas &

Las ecuaciones lineales simples son aquellas que solo requiere
eenunlado delsigno de iz

da, para encontrar una ecuacion equivalente y aistar \a variabl

Identifica qué operacién debes efectuar para que el valor de x quede solo en un

signo de igualdad (=).

identifica la operacién inversa que permitira deshacernos de la parte no deseada

donde se encuentre la x.

Efect(ia la operacién identificada en el paso 2 en ambos lados de la ecuacién.

Resuelve la ecuacion.

Verifica la solucién sustituyendo el valor de x encontrado en la ecuacién originai.

Resolveremos la ecuaciony+5=11.

Queremos deshacernos del 5 que suma, la operacién inversa a realizar es la res

ambos lados:y +5-5=11-5.
Concluimos que y =6. Verificacion: (6) +5=11.

Encontraremos la solucién ala ecuacion m-7=20.

El numero que deseamos eliminar es el 7 que resta, usamos la operacion inversz

lados (la suma): Sumamos 7 en ambos miem

bros de la ecuacién:m-7+7=20~ 1.

Tenemos entonces que m = 27. Verificacién: (27) - 7=20.
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Deseamos resolver 10m = 30.

Ahora el 10 que multiplica es indeseable, la operacién inversa a realizar es la division entre 10

. 10m _ 30
en ambos lados: 4t =137 .

Lo que resultaen m=3.
Comprobacién: 10(3) = 30.

Resolvamos 3x + 4 =-8.

En este caso, primero debemos deshacernos del 4 que suma, posteriormente el 3 que multi-
plica, entonces restamos 4 en ambos miembros de la ecuacién y luego dividimos entre 3 de
los dos lados:

3x+4-4=-8-4,queresultaen 3x=-12. Luego realizamos ¥ == .
Por lo tanto x = -4. Comprobacion: 3(-4) +4=-12+4=-8,

Solucionemos %+3=6.

Para esta ecuacién, primero debemos deshacernos del 3 que suma, posteriormente el 3 que
divide y finalmente el 2 que multiplica, entonces restamos 3 en ambos miembros de la ecua-
cién, luego multiplicamos por 3 a los dos lados y finalmente sacamos mitades:

& 43-3=6-3, es decir, ¥=3.

Procedemos a multiplicar por 3: 2(3)=3(3), lo que resulta en 2x=9.

Sacamos mitades: & =2, tenemos finalmente que..

Comprobacion:

El
20,329 3234326,
3 3

alla la solucion de las ecuaciones.

a. 3x+1=34 b, x+12=25 £, 5x+9=45
d. 12x-12=144 g. -13x-3=10 f, £4+5=10
g. 3x=56 h. 3x-3=1 ioix—2=3

{abora un resumen con la relacion entre pendiente, razén de cambio, sucesiones aritméti-
zasy la ecuacién de una funcion lineal.




Las ecuaciones lineales son muy Utiles en fisica, biologia, medicina, incluso para describir fend-
menos de la vida cotidiana.

En esta seccién te mostraremos diferentes situaciones dénde se usan las ecuaciones y su solucion
tiene una interpretacion.

Una profesora sacé copias para dejar tarea a sus alumnos, el paquete de copias consta de 500
hojas. Suponiendo que las copias sonaunacaray cada una cuesta $0.50, encontremos la re-

presentacion grafica de esta situacion.

La funcién que describe esto es c(x) = 0.5x. Recurriremos a la tabulacién para graficar.

u ¢ i i i i H H
350} i .
300
15001 250)
250
2 1
2004- S UUN S
i i i
150 5 2.5
b . .
100 ;
‘ 10 5
i e
X 100 : 50
|
D 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 e
300 150
500 250

En vacaciones decembrinas, David desea llevarle obsequios a su familia, para ello fue a unz
tienda con los articulos al 20 % de descuento. ;Qué funcién representa esta situacion?

Seax el precio del articulo antes del descuento y sea y el precio aplicando el descuento, pues-
to que el descuento es de 20 %, asi, la funcion es f(x) = 0.8x.

£Cio norm
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e
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3. Contestemos la pregunta ;Cuanto tarda Josué en recorrer una distancia de 50 km a una veloci-
dad de 60 km/h?

La férmula para saber el espacio recorrido estd dada pore=v- t, donde v es la velocidad y t el
tiempo. Los datos del problema son e =50 km y v = 60 km/h. Observa que tenemos la misma
unidad (km), proseguimos a sustituir en la ecuacién y despejamos la variable en la ecuacién
t: 50 km = (60 km/h) - t.

Despejando t: t =g =0.83 h, que equivale a t=0.83-60 = 50 min.

Tu familia y ta salieron de viaje, ya llevan 21 km de recorrido, en ese momento preguntas:
¢cudnto falta?, tu mama te contesta —Hemos recorrido tres séptimas partes del camino. Deter-
minaremos cuantos kildmetros falta recorrer.

Sea x ta longitud del trayecto en kildmetros. Td y tu familia han recorrido tres séptimas partes
del trayecto: 2x =21, resolviendo tenemos:

(7)2x=(T7)21, entonces 3x = 147. Dividimos entre 3 en ambos miembros, quedando: ¥ =% es
decir, x=49.

El trayecto es de 49 km y faltan por recorrer 49 - 21 =28 km.

Las ventas de una fabrica de productos de lavado crecieron de $6 500000 en 1995 a $11000 000
en 2010.

Suponiendo que las ventas se aproximan a una funcion lineal, consideramos v(t) = mt + b,

buscamos expresar las ventas en funcion del tiempo.

Las ventas son entre 1995 y 2010, una diferencia de 15 afios. Tomando 1995 como el inicio del
analisis, es decir, t = 0, y 2010 como el valor final, t = 15, obtenemos la pendiente de la recta:

= 11 000 000—6 500 000 4 500 000

=300 000
15-0
A continuacion sustituimos v=6500 000 en
t =0y despejamos la variable b: s
6500000 = m(0) + b, luego sustituimos m en 12000000 Py
la ecuacién: 6500000 = (300000)(0) + b. 10000000 ——
P
8000000 -

Como el producto es cero, 6500000=0+ b. el

4000000

Reescribiendo tenemos: b =6500000.

2000000

La funcion es: v(t) =300 000t + 6 500 000. La 5
grafica se muestra en la Figura 2.13 .




Un farmacologo mezcla granos de $12.00 el kilo, con otros de $27.00 el kilo, con la finalidad de
obtener 110 kilos de una mezcla de $20.00 el kilo. Contestaremos la pregunta: ;Cuanto de cada
uno de los granos debe ir en la mezcla?

Pongamos x como la cantidad de granos de $12.00, (110 - x) serd la cantidad de grano de $27.00,

por tanto, la funcién es:

m{x) = 12x +27(110 - x) =2970 - 15x.

4
4000
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3@\ /
T~ (58.67.2090)
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Sustituimos el valor de la mezcla deseada para
m:20(110) =2970 - 15x, resolvemos la ecuacion:
15x=2970-2200=770. Dividimos entre 15:

Resultando x=12=51.33 kilos de $12.00. Sus-
tituyendo x en la ecuacién para los granos de
$27.00, resultan: 110 - 51.33 = 58.67 kilos de
$27.00.

Las coordenadas importantes que considerare-
mos para graficar la funcién son: (58.67, 2090),
(0, 2970) y (198, 0). Observa la grafica en la Fi-
gura 2.14.

Resuelve los problemas.

Ana recabd esta informacion en una investigacion. ;Cual es la gréfica?

9 11 13

Luisa tiene 20 afios, su edad es la tercera parte de la edad de su mama. Encuentra la ecua-

cién que determina la edad que tiene la mama de Luisa.

(%]

¢Qué cantidad de jarabe con contenido de 0.5 % de azlcar debe mezclar un fabricante, en

100 litros con 0.8 % de azlcar para conseguir una mezcla que contenga 0.6 % de azlcar?

4. Unafébrica de ropa produjo 5400 prendas en una jornada laboral que deben ser repartidas

atres distribuidoras de la siguiente manera: en la primera, llamémosla A, deben entregar el
triple de ropa que en la distribuidora By en la B debe llegar la mitad que en la distribuidora
C. Calcula qué cantidad de prendas deberdn llegar a cada distribuidora.

Realiza una investigacion sobre la conversidn de unidades y sus equivalencias, representa
los datos en una tabla y determina el tipo de relacién que existe entre unidades. Guardala
como evidencia de aprendizaje.

fa
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Fibonacci es el sobrenombre con el que se conocié al rico comerciante Leonardo de Pisa
(1170-1240) quien aprovechd sus viajes comerciales por todo el Mediterraneo para entablakr
contacto y discutir con los matematicos mas notables de la época, descubriry estudiar a fon-
do los elementos de Euclides, que tomé como modelo de estilo y rigor. -

A Leonardo se le atribuyen reglas claras para efectuar operaciones con nimeros enteros,
fracciones, la regla de tres simple y compuesta, normas para calcular la raiz cuadrada, resol-
ver ecuaciones de primer grado y algunas de segundo. Inventd una curiosa sucesion llamada
«sycesién de Fibonacci” que colocd junto al conocido “problema de los conejos™:

Cuando una pareja de conejos alcanza la edad fértil, engendra una pareja de conejos, que,
suvez, tras ser fértiles, engendra ran cada mes una pareja de conejos, ;cuantos conejos habr -
al cabo de un determinado nimero de meses? ,

Fibonacci en italiano significa hijo de Bonacci, pero en realidad sus amigos y conocidosy's‘e
referian a él con el sobrenombre de Bigollo, que tiene dos significados: indtil o viajero, lo
viajero puede ser por su espiritu viajero y lo indtil se debe a (a obsesién por aplicar las mate-
maticas a problemas cotidianos y “desaprovechar” el tiempo en pensamientos indtiles para
no resolver nada. -

Debes notar que Leonardo de Pisa no estudi6 para ser matematico, él era comercianteySi
embargo, escribié muchas obras matematicas, conocié y compartié conocimientos con m
tematicos, es decir, estaba determinado a hacer matematicas, era auténomoyy se relacionaba
con los demas, jLeonardo trabajaba bien las matematicas! ' |

¢Pa, qué era bueno Leonardo de Pisa? jSi! Para las matematicas.

Una de las teorias de la personalidad y la motivacién mas importantes hoy en dia es la tec
de laautodeterminacidn, la cual establece que las personas tenemos tres necesidades psi
tégicas basicas: ser competentes (hacer algunas cosas bien), ser auténomas (tom'a'r”hu
decisiones) y relacionarnos con los demés. Este ejercicio ayuda a que los jévenes se s
competentes, al darse cuenta de que hay muchas cosas que hacen bien

Durante 7 minutos enlista todas las cosas que haces bien, no sélo en:el émb‘ito
sino en cualquiera: tocar alglin instrumento, cocinar mole, bordar, arreglar celulares
futbol, jtoda habilidad es importante! .

Cuando termines, te integrards a un equipo de tres personas y compartirar
bieron (dos o tres minutos cada uno). Los compafieros pueden comentar: Siya
de ti, si se han enterado de algo que los haya sorprendido agradablemente, et

iQué esperas para desarrollar tus talentos y habilidades!




En equipos de tres integrantes llevaran a cabo la siguiente actividad. Necesitaran
un flexémetro, una libreta, un (apiz y un sombrero ipara la proteccién solar!

Seguro conoces la catedral de la
ciudad de Puebla, en esta activi-
dad aplicaras lo aprendido en la
seccion “Propiedades geométri-
A[turacompaﬁero.[ ﬁ cas” para encontrar la altura de la
: I catedral, jsin ayuda de internet!

Sombra del compafiero
1

Sombra de la catedral Como lo muestra el diagrama, al-
guno de los integrantes del equipo

(¢cudl de todas las alturas de los integrantes es mejor opcién?) se colocars en la
explanada de la catedral (o de algun edificio representativo de tu ciudad) para que
se proyecte y mida su sombra, asimismo, deberan medir la sombra del edificio en
cuestién y aplicar la férmula necesaria para encontrar su altura.

:Qué datos son necesarios?

{Qué formula obtienen para encontrar la altura del edificio?

¢Cémo pueden expresar dicha férmula en ecuacién?

¢Laecuacion resultante en el paso 3 es lineal o cuadratica?

¢Se obtiene el mismo valor si se toma como referencia a otro integrante de su
equipo?

6. Silarespuestaal paso 5 essiono, ;por qué crees que haya resultado asi?

Presenten su trabajo con portada, indiquen los pasos que siguieron, el diagrama de
como lo hicieron, anexen fotografiasy expongan ante el grupo.

Matematicas, ;para

La pregunta mas comin en una clase de matematicas es:

[y €S0 para qué me va a servir? Para justificar, en parte,
la poca comprensién que se tiene del tema que se esta
viendo, como si al encontrar la respuesta, el tema ilegara
aser comprensible.

Mucha de la teoria matemdtica no tiene una aplicacién
practica hasta ahora, sin embargo no quiere decir que
sea inutil o innecesaria.

Te invitamos a seguir estudiando vy tal vez, algiin dia
encuentres una utilidad trascendente a eso que ahora te parece extrafio y ajeno.




Hacia la prueba Planea

4 Utiliza esta seccion para preparar tu prueba Planea.

1. Lapendiente de unarectarepresenta:
. m
. una ecuacion lineal
una razén
una constante proporcional
Se tienen dos cantidades que satisfa-

cen la siguiente relacion: 2x:3::3:4y.
;qué tipo de proporcién cumplen?

Directa
Inversa
Compuesta

Doble

;En cuénto tiempo llegard un autobus
que salié de un paradero a 50 km via-
jando a una velocidad constante de
60 km/h?

. 25 minutos
50 minutos
1 horay 15 minutos
1 hora y 40 minutos
La sombra proyectada por un arbol
mide 6 m, si a la misma hora un nifio

de 1.5 m proyecta una sombra de 3 m,
;Cudnto mide el arbol?

2 metros y medio
3 metros
¢. 3 metrosymedio

. 4 metros

2. Evallaf(x)=x*-x+len-y
-yi-y+1
yi-y+l
yrity+1l
—-yr+y+1
La tasa de cambio de la funcién fix) =

—2x + 6 indica que el comportamiento
es: '

Creciente en uno por cada unidad
dex

Decreciente en uno por cada uni-
dad de x :

Creciente en dos por cada unidad
de x

Decreciente 2 a por cada unidad
enx

Para construir una casa en ocho
meses se contrataron a 3 albafiiles,
;Cudntos seradn necesarios para cons
truir la casa en tres meses? '

22 +5x-3
22 -5x~3
¢ -3

272 -10x-3




Utiliza la lista de cotejo para identificar lo que dominas con base en las evidencias generadas y
~ puardadas en tu portafolio.

Presentas informacion veridica, clara y basada en una
investigacion profunda.

Explicar el algoritmo de
la regla de tres con mas
de un argumento.

Actividad 2.

Ejemplificas correctamente las situaciones requeridas.

|
|
|
3
|

La explicacién en la diferencia del uso de la regla de tres es
clara y suficiente.

Resuelves correctamente los problemas.

Construir unidades
de medida a partir de
establecer una relacion | Tu investigacion cuenta con informacién confiable y los datos
especifica entre corresponden a lo solicitado.

magnitudes.

Actividad 10.

Muestras las tablas de conversidén de manera ordenada,
limpia y coherente, favoreciendo la interpretacién de las
mismas.




- Con base en la ribrica, identifica tu nivel logrado en cada aprendizaje esperado.
mas para mejorar.

Expresa de forma coloquial

y escrita, fendomenos de
proporcionalidad directa de
su vida cotidiana con base en
practicas como; comparar,
equivaler, medir, construir

unidades de medida, entre otras.

Caracteriza una relacién
proporcional directa.

Resignifica en contexto al
algoritmo de la regla de tres
simple.

Expresa, de manera simbélica,
fendmenos de naturaleza
proporcional en el marco de su
vida cotidiana.

Expreso fendémenos

de proporcionalidad
directade formaclaray
directa.

Identifico los elementos
de una proporcién
directa.

Entiendo la relacidn
entre el algoritmo de
laregladetresyla
relacién proporcional.

Encuentro la relacion
proporcional en las
situaciones que me
rodean.

Utilizo formas
equivalentes para
mejorar la comprensién
de mis expresiones.

Utilizo correctamente
las proporciones

en la resolucidn de
problemas.

Elaboro la ecuacion
acorde al problema e
identifico la solucidon
de un fenémeno
proporcional.

Comparo las relaciones
existentes, encuentro
patrones y busco sus
caracteristicas.

Recuerda repasar los te-

Entiendo los fendmenos
quedanlugarala
proporcionalidad
directay puedo
relacionarlos en un
vocabulario coloquial.

Entiendo y analizo
correctamente las
proporciones en
diferentes formatos.

Puedo predecir el
resultado de un
fenémeno utilizando
los datos necesarios
y reproducir su
comportamiento.

Utilizo de manera
indiscriminada

pero consciente la
mejor forma para la
representacion de un
problema.










Evaluar pros y contras de la postergacion a la gratificacion.

Lleva a cabo las siguientes actividades.
Siéntate en un lugar tranquilo donde puedas estar sin distracciones.

Ahora imagina que la préxima semana tendrds un examen muy impor-
tante, para el que debes estudiar mucho.

Un dia antes del examen hay una fiesta a la cual estas invitado, ;qué
haras?, piensa en dos escenarios:

Decides ir a la fiesta y pasarla bien esa noche, por lo que llegas al
examen desvelado. Lo mas probable es que no puedas concentrar-
te y olvides lo que habias estudiado. El resultado seguramente sera
que reprobaras el examen y tu promedio se vera afectado.

Decides noir a la fiesta y prepararte bien para tu examen. Llegas des-
cansado a laescuelay presentas tu prueba, confiado en tus respues-
tas. El resultado seguramente sera positivo, ayudara a tu promedio
y te hara sentir satisfecho.

Preglntate, ;a largo plazo, qué eleccion te beneficiard mas?

En muchas ocasionesvale la penano pensar en el beneficio inmediato,
sino en las consecuencias positivas que podrias lograr en el mediano
y largo plazo.




En el semestre desarrollaremos tu Proyecto de vida, con la finalidad de clarificar qué deseas para ti y to-
mes decisiones que marquen la direccion de tu futuro, asi como reflexionar acerca de las implicaciones
que tiene en tu vida el hecho de llevarlo a cabo.

4 Organiza la informacion de tu Proyecto de vida.
1. Copiaycompleta en tu cuaderno la tabla.

2. Escribe en la primera columna las metas mas importantes que deseas lograr. Agrega las filas que
sean necesarias.

3. Yaorganizada lainformacion enlatabla, [éela con atencién para tener un panorama de qué impli-
ca el planteamiento de tu Proyecto de vida.

Escribe por qué consideras importante elaborar un Proyecto de vida.

Elabora un organizador grafico donde incorpores frases que te motiven a trabajar dia con dia en
tu Proyecto de vida, incluye tus metas para tenerlas presentes todo el tiempo. Coloca este orga-
nizador en un lugar visible en tu casa. Utiliza este esquema para hacer un esbozo y enriquécelo
paulatinamente.

Proyecto de vida de:




Los sistemas de ecuaciones
lineales fueron resueltos
en la antigiiedad por los
babilonios.

Los griegos los resolvian
usando métodos geomé-
tricos.
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Hasta ahora has comprobado la conexidn existente entre las ecuaciones lineales y los
problemas cotidianos; has encontrado la solucidn de una incégnita en dichas ecuacio-
nes y has trabajado con situaciones que se representan con una ecuacién y una incég
nita, pero si te decimos que existen problemas cuya representacion algebraica son dos
0 més ecuaciones y que por ende tienen dos o mas incégnitas, ; nos creerfas? jSabemos
quesi!

Dond

Un sistema de m ecuaciones lineales con n incdégnitas es un conjunto de ecuacione
lineales de ta forma:
a, X, +a,x,+..4+a,.x,=b
Oy X, +0p X, +...+0,,X, = b,

a,. X, +0a,,%+...+0a,. X, =b,

D.onde los ndmeros reales flll, Arysoees Oy Ooy Oy eeey C{M @ 0, ...,a_sonloscoefi
cientes; x, x,, ..., x, lasincognitasy b , b, ..., b_ los términos independientes.

Por tanto, un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas se ve de esta forma:
ay X +apx, = b1
a, X, +a,,X,=b,

Dondea,,qa,,,0,,0,,

son los coeficientes; b , b, los términos independientes y x, x, las
incognitas o variables. "
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Si renombramos a las incdgnitas x,, x, como x y y respectivamente, obtenemos una ex-

presion del tipo:
ax+by=c
dx+ey=f|"

Dondea, b, ¢, d, e, f, pertenecen al conjunto R.

Llamamos a los sistemas de dos ecuaciones con dos incognitas: sistemas de ecuaciones
lineales de 2x2.

Una variable vista como

numero generalizado no
nos da mucha informacion
del ndmero, por eso @ no

. significa que el nimero es
dx+ey—f=0 positivo, y -a no implica
que es negativo, por ejem-
plo,sia=-1,-a=-(-1)=1.

Estos sistemas estan expresados en laforma implicita de la ecuacion de la recta, esto se

aprecia mejor como:
ax+by—c=0

Ahora, si suponemos x como la variable independiente y y = f(x) como la variable depen-
diente, el sistema de ecuaciones de 2x2 se expresa con la forma explicita de la ecuacién
de larecta:

_—

+
ol

X
X

_—

Donde m=-2¢ y m=-¢ son las pendientes de cada recta, respectivamente. Pero ese
signo negativo que ves en cada expresion de las pendientes, no asegura que “siempre
el valor de la pendiente sera negativo”, ;por qué? Recuerda que los cocientes § y 4 son
nimeros reales, asi tendriamos:

>0, entonces —£<0.
<0,entonces —£>0.
=0con b #0,entonces —£=0.

Andlogamente para la pendiente —£.

Los sistemas de ecuaciones son de gran importancia en las ciencias, como fisica, mate-
maticas, quimica, etcétera.

También nos permiten representar diversas situaciones y nos ayudan a relacionar con-
diciones para ambas variables x y y. En el caso de un sistema de ecuaciones de 2x2, los
problemas pueden ir de lo mas sencillo a lo complejo, pero siempre se buscara relacio-
nar a las dos ecuaciones y encontrar el valor que satisfacen ambas.



Veamos algunos problemas que dan lugar a sistemas de 2x2:

Encontraremos dos nimeros cuya suma sea 24 y cuya resta sea 6.

Para este problema, pongamos a x como el primer nimero y ay como el segundo.
La primera solicitud es que la suma dé como resultado 24, por tanto: x + y =24,
La segunda condicién es que la resta sea 6, asi tenemos: x - y = 6.

Por consiguiente, el sistema de ecuaciones que representa esta situacion es:
X+y=24
X—y=6

Los nimeros que satisfacen el sistema son: x=15y y=9.

La mama de Gabriel le compré algunos Utiles. Pagd $50 por 3 lapiceros y 5 lapices. Por su parte,
el papa de Ale adquiri6 5 lapiceros y 7 lapices con precio de $74, comprando en la misma tienda
que lamama de Gabriel.

Analicemos los datos para contestar ;Cual es el precio de cada lapicero y cada lapiz, si el pre-
cio no varia en cada compra?

Un lapicero X pesos Un lapiz V pesos

Tres lapiceros 3x pesos Cinco lapices 5y pesos

Cinco lapiceros ' 5x pesos | Siete lapices Ty pesos

Con la informacion de la tabla conseguimos:
La mama de Gabriel pagd 3x + 5y = 50, mientras que el papa de Ale gasto 5x + 7y = 74.

El sistema de ecuaciones resultante es:

3x+5y =50
S5x+7y=74

Cada lapicero cuesta 5 pesos, mientras que un lapiz cuesta 7 pesos.

NE e
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Una empresa extrae mineral de dos minas. El mineral de la mina A contiene 1 % de niquely 1%
de cobre, pero en la mina B es 2 % de niquel y 5 % de cobre.

{Qué cantidad de mineral se deberé extraer de cada mina para lograr 3 toneladas de niquel
y 7 toneladas de cobre?

Mineral mina A X Mineral mina B 3%

Niquel mina A 0.01x Niquel mina B 0.02y

Cobre mina A 0.01x Cobremina B 0.05y

Con la informacidn de la tabla tenemos que de ambas minas desean extraerse 3 toneladas de
niquel, que representamos como 0.01x + 0.02y = 3,

Del mismo modo, se quieren obtener 7 toneladas de cobre, asi 0.01x + 0.05y = 7.

La cantidad de toneladas que se debe extraer de cada mina esta representada por el sistema
de ecuaciones:

0.01x+0.02y =3
0.01x+0.05y =7

Concluimos que deberdn extraerse 33.33 toneladas de la mina Ay 133.33 de la mina B.

Con dos camiones cuyas capacidades de carga son respectivamente 3y 6 toneladas, se hicieron
12 viajes para transportar 60 toneladas. ;Cuantos viajes realizé cada camién?

i i
Camidn A Xviajes | Camién B y viajes
| |

Camion A

|
]
H
{
|
i
]
H
|
i

%
% 3xtoneladas | Camién B 6y toneladas 1‘

|
|
|
|
l
f ‘ ‘
1 | f ]

De la tabla inferimos: Se harén x viajes del camién Ay y viajes del camién B, en total doce, esto
esx+y=12. El camion Atransporta tres toneladas por viaje, el camién B seis, se desean trasla-
dar 60 toneladas: 3x + 6y = 60. El nimero de viajes se obtiene resolviendo el sistema:

X+y=12
3x+6y=60

Se necesitaran 4 viajes del camién Ay 8 del camién B.




Como lo habras notado, todo se resume en encontrar los valores de ambas variables, en las préxi-
mas secciones te ensefiaremos diversos métodos para solucionar estos sistemas.

Escribe el sistema de ecuaciones que represente cada situacion.

1. Laedad dePepey sutio suman 27 afios y dentro de 4.5 afios la edad del tio de Pepe sera el
doble de la edad de Pepe.

2. Encuentra dos nUmeros cuya suma es 25y su resta es 9.

(a3

El costo de las entradas a una premier es de $80 adultos y $30 nifios. Asistieron 348 perso-
nasy se recaudaron $7 980, ;cudntos adultos y cuantos nifios eran?

4. Eljardin de Ana tiene forma rectangular, el perimetro es de 40 metros. Si Ana duplica el
largo y aumenta en 4 m el ancho, el perimetro queda en 60 metros. ;Cuales son las medidas
deljardin de Anay cudles ias medidas del nuevo?

Supongamos que tenemos un sistema de ecuaciones lineales con dos incégnitas:
ax+by=c

dx+ey=f

Si representamos la grafica de cada ecuacién, obtenemos dos rectas de ecuaciones:
ax+by—c=0
dx+ey—f=0

Por consiguiente, un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas estd representadc
geométricamente por dos rectas.

Aqui hay una relacién funcional (unavariable dependera de otra), usualmente consideramos ay i;
variable dependiente, cuyo valor se obtendra despejandola y asignando valores a la variable cs-
pendiente, que en nuestro caso sera x. Asi construimos una tabla que podemos ubicar en el plar
cartesiano usando las coordenadas (x, y) para cada valor asignado y encontrado.

jEL]

¢Coémo son esas rectas?

Si estudiamos las posiciones relativas de las dos rectas en el plano, encontramos la solucion ¢z
sistema dependiendo det tugar que ocupen las rectas.

Imagina que tienes dos rectas cualesquiera en el plano cartesiano, ;como lasimaginas? ;Se juntz
en algln punto? ;No se tocan? ; Probablemente son la misma?

Dadt

éste
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Dado un sistema de ecuaciones de 2x2, es decir, de dos ecuaciones con dos incdgnitas cada una,
éste tendrd unay solo una de las interpretaciones geométricas:

Ay \
3 o’
\ /g(,.»’f

1. Amb t rt lo p t _ Interseccion \i "

2. Ambas rectas se cortan en algin punto: Para estos - oIl TR )
sistemas hay una Unica solucién que es el punto de f/ del sistema
interseccion de ambas rectas. —H

X
0 2 3 z\ 5 6
ALY /
4
/ R
. El sistéma no

) s 2 b

Lgs r,ectas son paralelas: Las rectas no se tocan en Infersmccibn tiene solucion
ningun punto. inexistente p:

0 1 2 3 4 e "
1 /""
e
/
AY
3 e
sf’//
. .. Interse¢cion en =
Ambas rectas se superponen: Es decir, la ecuacion  2fi5g5cTis punto oo
representa a la misma recta. s El sistema tiene
e infinidad
ot de solutiones
g
X
0 1 2 3 4 5 6

Resolver un sistema de ecuaciones equivale a encontrar los puntos del plano comunes de ambas
rectas, si los hay.

Recordemos que para graficar una recta y = mx + b, asignamos y sustituimos valores a la variable
independiente x y despejamos el valor de la variable dependiente y.

Observa que para trazar una recta no es necesario tabular una gran cantidad de puntos, de geo-
metria sabemos que por dos puntos pasa una y solo una recta, es decir, podemos definir a una
recta conociendo Gnicamente dos puntos.

Entonces, para graficar una recta, basta encontrar dos puntos cualesquiera que satisfagan la
ecuacion y unirlos.

De este modo podras hallar visualmente la solucion al sistema, si es que la tiene.




Graficaremos en el mismo plano las dos rectas que aparecen en el sistema de ecuaciones para
hallar la solucion:
10x-2y-18=0
=3x+y+7=0

10x - 2y =18 implica y==%H8 ‘mientras que -3x +y=-7 implica y=3x-7.

Como ves en la grafica, ambas rectas se cortan en un punto, ;cual?

iLe atinamos al punto de interseccion! Que es (1, -4).

Esto quiere decir que la Unica solucidn para el sistemaes:x=1y y=-4,
Verifiquemos que el resultado satisface ambas ecuaciones:
10x-2y-18=10(1)- 2(-4)-18=10+8-18=0

“3x+y+T7=-3{1)+(-4)+7=-3-4+7=0

.. » . 10x-2y—-18=0
Por tanto, la Gnica solucién al sistema es el punto (1, - 4).
-3x+y+7=0
Resolvamos y grafiquemos el siguiente sistema:
2X—2y=-6
X—y=25

Despejamos la misma variable en ambas ecuaciones y tabulamos, vale la pena recordar que
es conveniente reducir las expresiones a su expresion mas simplificada. Asi tenemos:

<

Ei
pl
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2x-2y=-6implica y==25% mientras que x - y=2.5implicay=x-~2.5.

I
w
1
N
t
p—
(=]
)
{#8]
n

0.5 -2 (0.5, -2)

/
2 %,5 =23

Su grafica representa dos lineas paralelas. El sistema no tiene solucién.

Solucionemos graficamente el sistema de ecuaciones
X+y=2
3x+3y=6

x+y=2implicay=-x+2, mientras que 3x - 3y =6 implica y==3¢

v >

(3: _l)

El sistema tiene una infinidad de soluciones, puesto que ambas rectas se superponen. Ejem-
plos de soluciones del sistema: (-2, 4), (-1, 3), (0, 2), (1, 1), (2, 0) y (3, -1).




Para sistemas de ecuaciones con mas de dos ve
representacion grafica, o al menos no en el plano cartesians.

Recuerda que la variable x representa los valores del eje de las abscisas y los valores de y repre-
sentan al eje de las ordenadas, por tanto, si agregamos una variable mas, estariamos en la tercerz
dimensién, y si agregamos una mas estariamos en la cuarta dimension y asi sucesivamente.

La tercera dimensidn la conoces muy bien pues jes donde vivimos! Tan facil como mirar una esqui-
na de tu casa o tu cuarto, observa que esta se conforma por tres lineas.

La tercera dimensidn tiene tres ejes, eje X, eje Y y eje Z, como se muestra en la imagen:

Nosotros tenemos volumen, sin embargo, en la segunda dimensidn no.

Expongamos otra situacidn. Re

ilmagina una hormiga!l

En la dimensién uno, la hormiga podria moverse hacia adelante sin poder dar vuelta o puede ir
hacia atras, igual sin poder dar vuelta.

[ 83

Entonces puede ir en las cuatro direcciones que marcan los puntos cardinales: norte, sur, este y
oeste, sin embargo no pueden subir ni bajar, pues se encuentran en un plano.
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Y claro! En la dimensién tres, la hormiga camina cuantas veces quiera, dalavuelta, regresa o bus-
ca otro camino, como lo hacemos nosotros.

Hasta ahora te proporcionamos las soluciones sin mas, te parecera extraiio, pero el propésito era
que pudieras identificar los problemas que se resuelven mediante un sistema de ecuaciones, ade-
mas necesitabas recordar que cada ecuacién representa unarectaenel planoy resolver el sistema
equivale a encontrar el punto de interseccidn de ambas rectas, visualizar si no tienen puntos en
comun o si las ecuaciones representan a la misma recta.

En el tema siguiente te mostraremos métodos para solucionar sistemas de 2x2, presta atencion,
pues pueden ser (tiles para resolver sistemas de tres ecuaciones con tres incognitas.

Betividad

4 Resuelve los siguientes problemas.

2x—4y=0
1. Determina los valores de a y b en el sistema de ecuaciones Y b’ de tal modo que
las rectas resultantes tengan: —axty=
. Un punto en comun.
Ningdn punto en comdn.
g Todos los puntos en comun.
2. Analizay resuelve los sistemas, si es posible.
3y+2x=11 -x+2y=-3
y+ix=4 T 2x-3y=3
) X+y=-3 5x—2y=10
T 3x+3y=4 7T x+3y=2
x+3y=3 ~ 6x-2y=0

2x—-y=5 T 3x-y=0




Ademas de la representacion grafica de un sistema de ecuaciones lineales, existen otros métodos
gue nos ayudan a encontrar la solucidn, si existe, de un sistema de ecuaciones.

En esta seccion te presentaremos cuatro métodos mas:

Método de sustitucion

%

Método de reduccién.

Método de igualacion.

Método de Cramer.

. . . S Juar
De los cuatro metodos antes mencionados, primero veremos el de sustitucidn, que busca despe- mac
jar una incégnita en alguna de las ecuaciones y llevar su valor a la otra ecuacién, obteniendo un N
sistema asociado al primero pero con una ecuacion menos. Repr
El método consiste en: siste
Despejar una incognita en alguna de las ecuaciones.
Sustituir el valor de la variable despejada en la otra ecuacién y despejar. F
Sustituir el valor resultante en el paso anterior en la ecuacion del primer paso.
F
: : X—y=2
Resolveremos el sistema de ecuaciones
3x+y=18
Despejamos la variable x en la primera ecuacion: x=2 +y.
Sustituimos el valor de x obtenido de la primera ecuacién, en la segunda y operamos: £
De 3 +y =18, obtenemos 3( ) + y = 18; distribuyendo, 6 + 3y + y = 18; sumamos términos 3
semejantes, 6 + 4y = 18; despejamos y, 4y = 18 - 6 = 12, dividimos entre 4 y obtenemos y = 3. 4
Sustituimos el valor de y en la primera ecuacion despejada (x = 2 + y) para hallar el valor de x, g
estonosda:x=2+ =2+3=5, or

Por lo tanto, el sistema tiene una Unica solucién en x=5y y = 3.

Procedemos a verificar:
5-3=2 2=2 2=2
= =
3(5)+3=18 15+3=18 18=18

iYa est3!
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El método de reduccién consiste en:

1. Multiplicar las ecuaciones por un valor de manera que al sumar las ecuaciones se elimine
alguna de las incognitas.

Z. Sumamos ambas ecuaciones.

Despejamos la variable que no se elimind para encontrar su valor y sustituimos en cual-
quier ecuacion para encontrar el valor de la otra variable.

Eiemple

Juan guardéd en un garrafén 357 monedas de $10 y de $5, el valor total es de $3 160. Con la infor-
macion dada, procedemos a responder ;Cuantas monedas de $10y $5 juntd?

Representemos con x el nimero de monedas de $10 y con y el numero de monedas de $5, asi, el
sistema que describe esta situacidon es:

X+y =357
10x+5y=3160|

» Para eliminar la variable x, nos conviene multiplicar por -10 a la primera ecuacion:

-10(x+y)=-10(357)] —-10x-10y=-3570
=
10x+5y =3160 10x+5y =3160

« Realizamos la suma de las dos ecuaciones:
-10x-10y =-3570
10x+5y = 3160
~5y= -410

» Despejamos y para encontrar su valor y la sustituimos en alguna ecuacion.

Dividimos entre -5 en ambos miembros de la ecuacion -5y = -410 y obtenemos y = 82; susti-
tuimos en la primera ecuacion (x + v =357), x + (82) = 357; despejamos x para obtener su valor
x=357-82=275.

Por lo tanto la solucion del sistema es x=82y y=275.

Verificamos:

275—-82=357 357=357 357=357
= =
10(275)+5(82)=3160 2750+410=3160 3160=3160

iListo! Juan juntd 82 monedas de $10y 275 de $5.




Para el método de igualacion estos son los pasos:

X

Despejamos de cada ecuacidn la misma incégnita, elige una incégnita tomando en cuenta
que se debe hacer lo menos complicado posible.

Igualamos ambas expresiones obtenidas en el paso 1y operamos para reducir y despejar
laincégnita.

Sustituimos el valor de la incégnita encontrada en el paso 2, en cualquiera de los dos des-
pejes del paso 1. Operamos y hallamos el valor de la otra incognita.

ok

En una granja, Luisa cria gallinas y vacas, si al contar las cabezas son 120, y al contar las patas,
tiene un total de 380, ;cuantas gallinas y vacas son?

Representamos con x al nimero de gallinas y utilizamos la variable y para representar el nUmero
de vacas, entonces tenemos el sistema:

x+y =120
2x+4y =380

Aplicamos el método de igualacion:
Elegimos despejar x en ambas ecuaciones:
x=120-y
= 380—-4
x=—-2—y

x=120—y

x+y=120
=
x=190-2y

2x+4y =380

Igualamos ambas ecuaciones y operamos:

Como x = x, entonces igualamos 120 - y = 190 - 2y; sumamos 2y de ambos lados y restamos
120, obteniendo 2y - y =190 - 120; esto resulta en y = 70.

Sustituimos el resultado anterior en alguna de las variables despejadas al inicio:

Decidimos sustituir en la primera ecuacion (x + y=120), o sea, x + (70) = 120 y despejamos, as

x=120-70=50.

Tenemos que x =50y y = 70. Verificando:
50+70=120 120=120 120=120
= =
2(50)+ 4(70) =380 100+280=380 380=380

Por tanto, jLuisa tiene 50 gallinas y 70 vacas!
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Antes de presentarte el método de Cramer, es necesario introducir la expresion matricial de un
sistema de ecuaciones 2x2 y definir una multiplicacién de matrices.

Para fines practicos, Ginicamente definiremos la multiplicacién de una matriz de dos renglonesy
dos columnas por una de dos renglones y una columna, de la siguiente manera:

a, 0, bl _ 011'b1+012'b2
G, 0y b, 021'b1+022'b2

Nota que el resultado de la multiplicacién es una matriz de dos renglones y una columna.

En general, una matriz de m renglones y n columnas s6lo se puede multiplicar por otra de n ren-
glones, digamos, de n renglones y p columnas; la matriz final tendra m renglones y p columnas.

Trabajemos este sistema de ecuaciones:

ax+by=c
dx+ey=Ff|"
Su representacion matricial es:
a b X 1_| ¢
d e y f

La primera matriz tiene dos filas (renglones) y dos columnasy la segunda dos filasy una columna.

Si queremos verificar que la matriz representa al sistema de ecuaciones basta con hacer la multi-
plicacién de matrices como la definimos. Asi:

g b x | | ax+by
d e y || dx+ey
Por otro lado tenemos que:
a b x |_| ¢
d e y f

Entonces surge la igualdad que da lugar al sistema de ecuaciones:
ax+by =c
dx+ey=f

Asi, nos aseguramos que la representacién matricial coincide con el sistema de ecuaciones, esto
nos permite trabajar con una matriz para hallar la solucién de un sistema de ecuaciones y viceversa.

algebraico




Elsubindice indica la
posicion del elemento, por
ejemplo, g, es el elemen-
to que se encuentra en el
tercer rengldén y la cuarta
columna, mientras que @,
esta en el cuarto renglén y
la primera columna.

La representacion matricial aumentada consiste en la matriz de los coeficientes del sis-
tema, agregando la columna de los términos independientes:

a b
d e

Por tanto, la matriz aumentada es de dos renglones y de tres columnas.

La primera sera la columna de la variable x 0 x,, la segunda serd la de la variableyox,y
la tercera sera la de los términos independientes o /.

Eldeterminante de una matriz de dos columnas y dos filas, denotado por det, se obtiene
de esta forma:

al 1 012 al 1 alZ

det = =0,°0,-0,,°0,, .
@G, 0y 0 0y

Para aplicar la regla de Cramer necesitaremos calcular tres determinantes:
Primero.

De la matriz de coeficientes, A. Se determina utilizando las columnas xy y.

A=det| ¢ b - ¢ b =qg-e—-db.
d e d e

Segundo.

De la matriz de coeficientes, reemplazando la primera columna (x) por la de los términos
independientes (1), Ax. Se calcula con las columnas by y, en ese orden.

Ax=det| ~ b« b =ce—fb.
- e F e

Tercero.

De la matriz de coeficientes, sustituyendo la segunda columna (y) por la de los términos
independientes (i), Ay. Se obtiene con las columnas x y b, en ese orden.

a = _ a
' d

A=det =af-d-c.

Deberas entender muy bien los reemplazos y el orden en el determinante, pues es fun-
damental para la regla de Cramer.
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iEstamos listos para dar los pasos de la regla de Cramer!

Calcula los determinantes necesarios, recuerda que son tres, el determinante de
la matriz de coeficientes {A) y los dos obtenidos sustituyendo en cada columna.

Obtenemos el valor de x dividiendo el determinante (Ax) entre el principal (A):

X=—
A

Dividimos el determinante (Ay) entre el principal (A) para hallar el valor de y:
Ay

sz'

Ejemplo

Para un dia de campo, Pablo y sus amigos compraron tortas y refrescos en el puesto de
dofia Leti. Fueron 12 tortas y 16 refrescos por un total de $216.

Poco después, Pablo fue con su familia al puesto de dofia Leti, pues las tortas resultaron
deliciosas, y consumieron 16 tortas y 22 refrescos por un total de $292. Si deseas ir al
puesto de dofia Leti por unas ricas tortas y le preguntas a Pablo: ;cuanto cuestan cada
torta y cada refresco? ;Qué te contestara? Suponiendo que el precio no ha variado.

Pongamos x como el precio de cada torta y denotemos con y el precio de cada refresco.

Con la informacion anterior, obtenemos este sistema:
12x+16y =216
16x+22y =292]

16
22

La matriz ampliada resulta ( 12 ].Aplicamos regla de Cramer:

= Calculamos los determinantes necesarios.

A=det 1216 1_ 12:22-1616 =264-256=8
16 22

Ax= det[ oY ;2 j: 216:22-292:16= 4752~ 4672=80
12
Ay= det[ ” ]=12-292—16-216= 3504 - 3456 = 48

Eje: Del pensamiento
aritmético al lenguaje
algebraico

Diremos que un sistema

de ecuaciones lineales es
un sistema de Cramer si el
numero de ecuaciones es
igual al niimero de incdg-
nitas, ademas, el deter-
minante formado por las
incégnitas debe ser distinto
de cero.




Obtenemos el valor de x.

x=g:@:10
A 8
Calculamos el valordey.
Ay 48
:—:———:6
Y A 8

Verificamos:

12(10)+16(6)=216 120+96=216 216=216
= =
16(10)+22(6)=292 160+132=292 292=292

Por lo tanto, el valor de las tortas es de $10 y de los refrescos es de $6.

Busca el método mas adecuado y resuelve los ejercicios.

£y

4
.

fa

[orw)

festh
[

(3
Fey

La diferencia de edades de Anay Luis es de 6 afios y el doble de su suma es igual a 76. ;Qué
edad tiene cada uno?

En una granja hay cerdosy caballos. El doble de caballos es el nimero de cerdos y la suma
de los cerdos con los caballos es 48. ;Cuantos cerdos y caballos hay?

Dos familias compraron boletos para ir a nadar. La familia Hernandez compré un boleto
para adulto y cuatro para nifio, y pagd $190; la familia Sudrez compré dos boletos para
adulto y dos para nifio, y pagd $170. ;Cuanto cuesta cada boleto?

Una fabrica de jabones produce dos modelos. El modelo A contiene 4 g de lavanda por3 g
de aceite de coco; y el modelo B es una mezcla de 2 g de lavanda por 1 g de aceite de coco.
Si se tienen 160 g de lavanda y 100 g de aceite de coco, ;cuantos jabones se pueden hacer
de cada modelo?

Julia desea poner una valla metélica alrededor de su jardin que es de forma rectangu-
lar, ella sabe que su perimetro es de 32 metros. Si el lado mayor es el triple que el menor,
icuanto mide cada lado del patio

Doia Juana vende tamales a $12 cada uno y en torta a $20. En una mafiana vendio 32 ta-
males y recaudé $352. ;Cudntos tamales con y sin pan vendié?

Encuentra dos numeros cuya diferencia sea 1 y la suma del triple de uno con el doble de
otroes 12,

En un tridngulo rectangulo, uno de sus angulos agudos es 12° mayor que otro, ;Cuanto
miden sus tres angulos?

Dos nimeros suman 96 y uno es el doble del otro, ;Cuales son esos niimeros?

. Hallar un nimero de dos cifras que cumpla que la segunda cifra es el triple de la primera y

la suma de las cifras sea 12.

. Hallar el promedio de los lados de un rectangulo cuyo perimetro es 30 cm y cuyo lado ma-

yor mide el cuadruple de su lado menor.

Con
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Actividad de aprendizaje 4 Productos esperados

4 En esta actividad propondras un problema que se pueda representar con un sistema de ecua-
ciones 2x2 y determinaras su solucion.

Considera lo siguiente:

1.

5.

» ;Qué variables pondran?,
- ;De qué tratard el problema?,

= ;Qué datos habra?

Eje: Del pensamiento
aritmético al lenguaje
algebraico

En binas plantearan un problema de la vida cotidiana.

Anoten en su cuaderno el proceso a seguir:

Determinaran el sistema de ecuaciones que plantea dicho problema.

Resolveran el sistema de ecuaciones con los cuatro métodos de solucién. Y haran la grafica
correspondiente. Recuerden verificar sus resultados. -

Escribiran las ventajas y desventajas que se presentaron en cada uno de los métodos. ;Cual
método les resulté mas efectivo?

Organizaran su informacién de los puntos 1 al 4 para una exposicion en clase.

Consideren que es importante compartir las ventajas y desventajas que encontraron en los méto-
dos de resolucion de su sistema.

El tiempo méximo de su presentacion sera de 15 minutos.

Proporcionalidad inversa

En general, el concepto de proporcionalidad inversa o
variacion inversa es complicado de procesar, pues no se
puede hacer uso de la herramienta llamada regla de tres
de la misma forma que en el caso de proporcionalidad
directa, por lo que te proponemos observar la animacién
y rescatar la férmula presentada, la cual te ayudara a

entender mejor el concepto y podras diferenciar entre un
tipo y otro.

Recuerda que las tasas, razones y proporciones se ven
influenciadas por el comportamiento del fenémeno y
dan lugar a variaciones directas o inversas.




Factorizaciones bésicas de trinomios

Recuerda que un trinomio es la expresién formada por tres términos. En esta seccion conoceras
técnicas basicas para factorizar trinomios,

Un tipo particular de trinomio es el trinomio cuadrado en una variable, que estd compuesto por (Comr
un término cuadratico, un término de primer grado y una constante y tiene la forma: ax® + bx + c.
Bien,
Ejemplos
Asi, e
i. Los trinomios tienen tres términos: prime
9x* + 12x7 + 4x1° .
Side
X3 +5x% - 64x desat
=3x" ~1x*+9x
2. Lostrinomios cuadrados tienen grado dos:
Conc
X+2x-1
dels
10x2-0.4x+13
e IX+x+4 Ejem
Expa

A continuaciéon definiremos algunas identidades notables; estas nos ayudaran a factorizar trino-
mios. Observa la imagen:

{-b—




Eje: Del pensamiento
aritmético al lenguaje
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Si deseas obtener su area total, ;como lo harias? jClaro! Sumando las areas correspondientes de
las cuatro figuras que la componen, asi tenemos:

El cuadrado de una suma es igual al cuadrado del primer elemento, mas el doble del primero por
el segundo, mas el cuadrado del segundo, es decir, (a + b)*=a*+ 2ab + b*.

Ahora, observa la imagen:

' _—
{a~b)? ab
a
- T
ab b ib
41

(Cémo obtendrias el drea del cuadrado rosa? Recuerda expresarlo con un polinomio.
Bien, observa que el lado del cuadrado rosa mide a - b; por tanto, su drea es (a - b)*.

Asi, el cuadrado de una diferencia es igual al cuadrado del primer elemento, menos el doble del
primero por el segundo, méas el cuadrado del segundo (a - b)*=a?-2ab + b*.

Si deseamos calcular el producto de la suma de dos monomios por su diferencia: (a + b)(a - b),
desarrollamos el producto y vemos qué sucede: '

(a+b)a-by=aa+ab-ba-bb=a*-b%

Concluimos que: una suma por una diferencia es igual al cuadrado del primero menos el cuadrado
del segundo (a + b)(a - b) =a*- b2

Elemplo
Expandiremos las expresiones:
O+ 2x)2 = ()2 + 2(x)(2x) + (2x)? = x* + 43 + 4x?
B (B -x2=(3x)2-2(3)(x) + ()2 =9 - 6 + X
(3 +2x) (03 - 2x) = (X% - (2x)* = x° - 4x?
(%= 3= (%7 - 2(X)(3) + (3= + 6x+ 9

iAhora estamos listos para factorizar un trinomio!

Si un trinomio es resultado de desarrollar alguna identidad notable, podemos volver a dicha iden-
tidad y asi factorizarlo.




A este tipo de trinomio lo llamamos trinomio cuadrado perfecto. Para identificarlo, toma en cuenta:

Dos de sus términos deben ser cuadrados, por tanto ninguno de ellos tendra signo negati-
voy es posible extraer su raiz cuadrada.

Simultiplicas dos veces las raices de los nimeros identificados en el primer paso, obtienes
el término faltante.

Para factorizar un trinomio cuadrado perfecto, identifica los términos que estan elevados al cua-
drado y obtén su raiz cuadrada; usa el signo que se encuentra en el segundo término, por ultimo
escribe entre paréntesis la suma o diferencia del primery segundo términos elevados al cuadrado.

Factoricemos las expresiones:

X +6x+9=(x)2+2(x)(3) +(3)*= (x+ 3)?
X+a4x+4=(x)2+2(x)(2) + (2)?= (x+ 2)?
n? - 20n + 100 = (n)? + 2(n)(10) + (10)° = (n - 10)2

Recordemos la propiedad distributiva de los nimeros reales a(b + ¢) = ab + ac. A la inversa tene-
mos ab+ac=a(b +¢), este proceso se llama factorizacion por factor cominy consiste en encontrar
el factor que se repite en cada término de la suma.

Para factorizar los trinomios que no son perfectos debes identificar el factor comun del trinomio,
por ejemplo, observa que en el trinomio P(x) = 6x° + 3x* + 9x2, todos los términos contienen la ex-

presion 3x2, por tanto:

P(x) = 3xH(2¢ + x + 3).

Extraeremos el factor comuin de dos trinomios.

3x4+6x3+ 12x = 3x(x3 + 2x% + 4)
24x° - 6x* + 123 = 6x3(4x% — x + 2)

Realiza los siguientes ejercicios.
3. Factoriza los trinomios.

8xy* - 10X°y° + 4x%y° X+ 14x+49 16x*+40x + 25

X*+8x+16 33 -2+ x 25x5 4+ 30x* + 5x°

Una
soni
elva
elde

1y



Eje: Del pensamiento
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2. Efectla las operaciones.

5 (2x-3) B (=Le2xy cox+2)(x-2)

. (3x-5)(3x+5) 2, (x-2)(2+X) T (3x-3)?

Una funcidn cuadréatica de una variable es una funcién f de la forma f(x) = ax?+ bx + ¢,donde a, b, c,
son nlimeros reales, con a # 0. Para evaluar una funcién cuadratica f(x) = ax? + bx + ¢, remplazamos
el valor de x por algin valor que pertenezca al dominio de la funcién. Al tratarse de un polinomio,
el dominio sera el conjunto de los reales RR.

L. Evaluaremos la funcién f(x} = x>+ 3x - 2, en los puntos del conjunto {-3,-2,-1,0, 1, 2, 3.

: f(1)=(1)2+3(1)-2=2
i fQ)=@r+32)-2-8 }
i f(3)=(3)2+3(3)-2=16

-1 f(-1) = (1) + 3(-1) ”é:_4

? 2= (27 3(2) 2= 4

-3 f(-3) = (-3 +3(-3) -2 =-2

Evaluaremos la funcidn cuadratica f(x} = x* - 4, en puntos de {-3,-2,-1,0, 1, 2, 3}.




Evaluaremos la funcién cuadratica f(X):X?Z-kl en puntos del conjunto {-6, -3, 0, 6, 12, 18].

12 f(12)=12 + 1= 49 |

18 f(lé)=@+l:109 . -
3 f(-3)=EL41=4

6 f(-6)=L4+1=13 |

Para graficar una funcién cuadratica, procedemos de la misma manera que para graficar una fun-
cién lineal, elaboramos nuestra tabla de valores y después ubicamos los puntos en el plano car-
tesiano. A diferencia de la grafica de una funcidn lineal, las funciones cuadraticas se veran como
curvas. Necesitamos mas de dos puntos. Pero ;qué clase de curvas son las funciones cuadraticas?

Eiemplos

Observa que si en la forma general de la funcién cuadratica sustituimos los valores a=1, b =0,
¢ =0, obtenemos la funcidn cuadratica simple f(x) = x2.

Hagamos su tabla de valores y grafiquemos uniendo las coordenadas resultantes en el plano:

: X ZGAY j H
‘x\ % f -5 (5p=25 (-5,25)
T / 4 (4p=16  (-4,16)
Lo 3 (3= -3,9)

Las
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2. Ahora grafiquemos la funcidn f(x) = -x?
Localicemos y unamos los puntos en el plano cartesiano
1, P
-4 | -(-4)2=-16 (-4, -16) ]
-3 ~(-3)2=-9 (-3,-9)
-2 | ~(-2p=-4 (-2,-4)
-1 ~(-1)2=-1 (-1,-1)
0 -(0)2=0 (0,0)
1 —(1)2=-1 (1,-1)
2 ~(2)=-4 (2,-4)
3 -(3)2=-9 (3,-9)
4 ~(4y=-16 (4,-16)

Las graflcas anteriores son convexay céncava respectivamente, coOmo se apreciaen la Imagen

Convexa

ncava 4

p—_
ﬂ “’m

ﬂmf“"""

Estas gréficas tienen una forma llamada parabola
ax?+ bx +c, donde a, b, ¢, son numeros reales

Si tenemos una funcién cuadratica de la forma f{x)
ya # 0, su grafica tiene una de estas formas:

Si a >0, la parabola se abre hacia arriba, diremos que su gréfica es convexa, pero sia <0, la para-

3
bola abre hacia abajo, la llamaremos concava

fix)=ax*+bx+c ;,f
S
/ 7N
\ / /
/ %
Convexa f ;f kY
a>0 / J/ Céncava 4
;! 7 %
g 3
i a<0 %
3
%
i
g
)
%




Existen otros elementos importantes en una funcién cuadrética: Eje de simetria, vértice,
interseccion con el eje X, interseccion con el eje Y. Observa la imagen:

\ IAY Eje dessimetria /
/
/

4

Intersecdion

El eje de simetria para las funciones cuadraticas de la forma f(x) = ax* + bx + ¢ es una recta vertical
paralela al eje Y, esta recta atravesara la grafica en efecto espejo, es decir, se reflejara una parte de
{a otra.

Observa en laimagen anterior que el eje de simetria interseca en el vértice y en el valor de la abs-
cisa de su coordenada. La ecuacion del eje de simetria es:

X=——
2a

Para el vértice de la parabola, debemos observar que su orientacién representa un punto en el
plano; este punto es minimo si la grafica se abre hacia arriba (céncava) y serd méximo si la gréfica
abre hacia abajo (convexa).

Este punto es el vértice de la parabolay se determina con la expresidn:

Los puntos donde la gréfica de la funcién cuadratica pase por el eje de las abscisas, eje X, se lla-
man intersecciones en el eje X; y por ende los puntos que pasen por eje de las ordenadas, eje V, se
llaman intersecciones en el eje Y.

Graficaremos la funcidn cuadratica, f(x) = x2 - 4x + 3, identificaremos, ademas, suvértice, su eje de
simetriay los puntos de interseccion en los ejes X y Y, si los hay.

Para graficar la funcion f(x) = x* - 4x + 3, elaboramos nuestra tabla de valores.

Obst

Obs
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Eje: Del pensamiento
aritmético al lenguaje

Observa que a = 1 >0, por tanto, nuestra grafica sera convexa.

(1,0) (3, 0¥ X

Por tanto, el vértice tendréa coordenadas v(2, f(2)) = v{(2, -1).

Un software que te ayudard a graficar funciones, especialmente las funciones cuadréticas, es Geo-
Gebra, puedes descargarlo gratis de internet, ya que es de licencia libre. Este software te servira
para comparar tus graficas y verificar tus resultados.

+ Grafica las funciones, por medio de las formulas determina su eje de simetria, su vértice,
obtén los puntos de interseccion con los ejes X y Y, si existen.

L fx)=x-4 2. f)=-32+2+1
3, fx)=4x2-5x+6 4. f(x)=x*+x-1
5. fx)=2x*-3x-9 6. f)=-x-7

Una ecuacidon cuadratica en una variable, con coeficientes reales, tiene la forma: ax? + bx + ¢ =0,
cona#0,bycnimeros reales.

algehraico




Las siguientes expresiones son ecuaciones cuadraticas.

2 _2x+1=0
4 +x-2=0
2x*-6x=0
3x*-9=0
5¢=0

Una raiz o solucién de una ecuacién cuadrética ax? + bx + ¢ =0, es un nimero r, tal que, al sustituir-
lo en la ecuacién por x, se cumple la igualdad.

Es decir, a(r)?+ b(r) +c=0.

Observa que hay ecuaciones cuadraticas que son trinomios cuadrados perfectos, poseen factores
comunes o tienen la forma de un cuadrado igualado a una constante, es decir, pueden ser factori-
zados para hallar su solucién facilmente.

En otros casos, las ecuaciones cuadraticas tienen un factor comdn; en todo caso, existe una for-
mula general para hallar el valor de x, por tanto, la solucién de una ecuacidn cuadrética es:

X_—bi\/b2—4ac

2a

Determinemos las raices de la ecuacidn x2 + 2x - 63 =0,

Identificamosa=1,b=2,c=-63.

Aplicamos la formula general y obtenemos:

~(2)+(2 - 41)(-63) _-2£/4+252 _ —2++/256 _-2+16
2 2

2(1) 2

X=

De donde conseguimos dos raices:

—2+16_7
2416 2
2 ] .16
____:_9
2

Las raices buscadasr,sonr =7y r=9.
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Evaluando en la funcién obtenemos:
Para r: (7)2+2(7)-63=49+14-63=63-63=0,
Para r: (-9)?+2(-9)-63=81-18-63=81-81=0.

Hallaremos las soluciones de la ecuacién x2 + 8x=0.

Observa que esta ecuacion tiene un factor comin x, tenemos x? + 8x = x(x + 8) = 0, por tanto,
hay dos casos:

Six=0ysi{x+8)=0,es decir,x=-8.
Asi, las dos soluciones son x=0y x=-8.

Las raices de una ecuacién cuadratica ax? + bx + ¢ = 0, se obtienen con la férmula general:
Yo —-b+vb —4ac
2a '

La ecuacion cuadratica ax? + bx+ ¢ =0 paraa # 0, b y ¢ niimeros reales, se puede representar grafi-
camente como una funcién parabdlica: f(x) = ax* + bx + ¢

Las raices o soluciones de esta funcion f(x) coinciden con los puntos de interseccidn con el eje de
las abscisas, eje X.

Sin embargo, habra parabolas que no intersequen al eje X, es decir, solo poseen interseccién en el
ejeY, su grafica correspondera a algunas de estas formas:

\| |41/ \ 4 /
\

N / /
Sl \\ W
A A
N
p \ // \\




Los nimeros complejos se
conforman por una parte
real y una parte imagina-
ria. La parte imaginaria es
unadelasraicesde-1yla
denotamos por .

Al sacar la raiz positiva de
-4 obtenemos 2/ y la raizde
-25 sera 5/, estos nimeros
complejos se denominan
numeros imaginarios
puros.

Tiro parabélico.

Para identificar si una funcién cuadratica tiene intersecciones con el eje X, sera de gran
ayuda su expresién como ecuacidn cuadratica ax? + bx + ¢ =0y con ello la férmula gene-
ral para su solucion.

Observando el discriminante de una expresion cuadratica f(x) = ax* + bx + ¢ es b* - 4ac,
notemos que surgen tres casos:

Si el discriminante es negativo, b? - 4ac < 0, la ecuacidn ax* + bx + ¢ = 0 no tiene
soluciones en el conjunto de los niimeros reales, por lo tanto, su solucién corres-
ponde a dos nimeros complejos.

La gréfica de la funcidn cuadrética no interseca con el eje X.

Si el discriminante es positivo, b? - 4ac > 0, la ecuacién ax* + bx + ¢ = 0 tiene exac-
tamente dos soluciones reales.

Su gréfica interseca dos veces al eje X.

Si el discriminante es cero, b? - 4ac = 0, la ecuacion ax? + bx + ¢ = 0 tiene una
solucion real.

Su grafica interseca al eje X en un punto, ltamado Vvértice.

Si tenemos el caso 2, la ecuacién cuadratica es un cuadrado perfecto.

Determina si las soluciones de las ecuaciones cuadraticas son reales o complejas,
en caso de ser reales, encuéntralas.

i. X¥-x+3=0 I 2 +4x=0

2. —x2-3x+25=0 4. 4x*+16x+16=0

5 x*+2x+1=0

iEn la vida diaria encontramos movimiento! Cuando juegas basquetbol y tiras la pelota
ala canasta, o en el futbol al patearla, cuando brincas, corres, paseas a tu perro, jcuando
bailas! En fin, un sinniUmero de movimientos, “el movimiento es vida”.

Algunos ejemplos de tiro parabélico son al lanzar un objeto con cierto dngulo, al pegarle
a una pelota de golf, aventar cualquier objeto hacia arriba, cuando los proyectiles son
tanzados, etcétera.
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La trayectoria en el tiro parabdlico es una parabola. Existen dos tipos de tiro parabdlico:

Tiro horizontal. (Figura 3.2).

Como su nombre lo indica, esta trayectoria se caracteriza por lanzar un objeto
de forma horizontal al vacio; el cuerpo lanzado sigue un camino curvo debido
a dos movimientos: uno horizontal con velocidad constante y otro vertical con
velocidad inicial cero.

o

Tiro oblicuo. (Figura 3.3).

Se caracteriza por la trayectoria que sigue un cuerpo al ser lanzado con una
velocidad inicial, formando un dngulo con el eje horizontal.

El tiro parabdlico puede considerarse como si estuviera compuesto por dos movimien-
tos: uno rectilineo y uniforme sobre el eje Xy otro uniformemente variado sobre el eje Y.

Cada uno de los movimientos acttia como si el otro no existiera.

Supongamos que los movimientos sobre el eje X y los movimientos sobre el eje Y son
representados por la sombra del objeto en ambos ejes, respectivamente. Es decir, cada
movimiento actda sin enterarse de lo que esta haciendo el otro.

Este es un principio fisico descubierto por el matematico Galileo, y se lama “Principio
de independencia de los movimientos”,

Del principio de independencia de los movimientos se concluye que el vector velocidad
inicial en sus dos componentes es equivalente.

Imaginemos una situacién: Estas en tus vacaciones de verano y vas a una alberca, ves
a dos chicos, uno de ellos decide tirarse del trampolin; mientras que justo en ese mo-
mento, el segundo chico se deja caer de pie (Figura 3.4), ;cudl de los dos llega primero al
agua? jPor supuesto! Los dos tocan el agua al mismo tiempo. Puedes intentar compro-
barlo y no necesitas una alberca. Ahora un poco de trigonometria. Al tener un triangulo
rectangulo, se definen las funciones seno, coseno y tangente de esta forma:

.2 t
Para la funcién seno: sen(e)= e -

.. d t
Funcién coseno: €os(0)= e .

Y la funcién tangente: tan(or)= e

" adyacente *

Recuerda los elementos del tridangulo para obtener las razones trigonométricas con res-
pecto a sus lados (Figura 3.5).

Eje: Del pensamiento
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Altura

Distancia

Tiro horizontal.

Velocidad

Trayectoria

Altura

Distancia

Tiro oblicuo.

Independencia de movi-
mientos.

Hipotenusa

Elementos del triangulo
rectangulo.

R




bélico), respectivamente.

Las funciones cosenoy seno nos ayudan a encontrar las proyecciones de los vectores x (la sombra
horizontal del objeto en tiro parabélico) y del vector y (la sombra vertical del objeto en tiro para-

La férmula para hallar la proyeccién en el eje X es: v, =v-cosa y la férmula para hallar la proyec-
cidnenelejeYes: v, =v-sena.

X=X+t y=y0+VOyt+%gt2
v, =V, =k
0

v, =V, +gt
ay=g=k

te, g representa aceleracion de la gravedad, es decir, g =9.8 m/s? y t el tiempo.
g g

Sergio compré una motocicleta de motocross y para pro-
barla salta por una rampa (Figura 3.6).

La ecuacién que determina la distancia d, en metros, a
la que se encuentra la moto sobre el piso en el tiempo t,
en segundos, estd dada por d(t) = 12.5t - 4.9t". Alo que
debemos contestar, ;cudl es la altura maxima a la que
Sergio llega?

Para conocer su altura maxima podemos apoyarnos de la grafica de la funcién, obtengamos su
tabla de valores.

’!
/
6 ] !
l; 15 0 U USSR -
b \ 0.5 ‘ 5.02 (0.5,5.02)
Y S'z
\ 0.7 6.3 (0.7, 6.3)
e 3] i
H
/ |
/ ! 1 76 (1,7.6)
g v
e 1 | L5 77 (1.5,7.7)
| X
0 } ? i " 2 54 (2,5.4)

Donde (x_, y.) es el punto inicial con velocidad inicial v, de componentes (v, v, ), k es una constan-

Re
ecl

Asi

Elt

Un
13¢

A
SU¢
exi
Ve:

Las

Co
to «

Ap

Asi

Es:




Eje: Del pensamiente
aritmético al lenguaje

Remarcando la grafica de la funcién y la relacion existente entre una funcion cuadratica con la
ecuacion cuadratica, la ecuacion que determina esta situacion es 12,5t - 4.9t = 0, tenemos g =
-4.9,b=12.5,¢=0, aplicamos la férmula para encontrar el vértice o maximo en nuestro caso:

Asi, obtenemos —£ =—514%:~1.28 y d(1.28)=12.5(1.28)— 4.9(1.28) =7.97.
El maximo es (1.28, 7.97), como lo muestra la grafica y su eje de simetria es x=1.27.
Elemplo

.
&

Un helicéptero vuela a 500 m de altura con velocidad de
130 m/s

¢A qué distancia en horizontal de un punto marcado en el
suelo debera entregar ayuda humanitaria para que caiga
exactamente sobre la marca?

Veamos el diagrama en la Figura 3.7.

Las coordenadas de posicién son y, =500 m,x,=0m.

Como el paquete se deja caer, su velocidad de lanzamien-
to coincide con la del helicéptero v, = 130 m/s; Vo~ om/s.

Aplicamos la formula y despejamos la variable tiempo t:

y=y,+V, t+1gt =0=500m+0:t-1(9.8m/s’)t.
0" Yoy 2g 2

Asi, t=10.10s. En ese tiempo el paquete avanzara horizontalmente:

X=X+, t=x=0+130m/s(10.105)=1313m.

Es decir, el paquete debe lanzarse cuando la vertical del helicoptero esté a x=1 313 m del objetivo.

4 Realiza los siguientes ejercicios.

1. Carlos esta practicando clavados en la alberca de su escuela. Si en su Ultimo salto del trampo-
lin de 10 m se eleva hasta tres metros por encima de éste, ;cuanto tiempo dura la caida?

2. Encuentra la altura maxima de un proyectil que es lanzado describiendo una parabola mo-
delada con la ecuacion y = -0.5x2 + 2x.

algehraico
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. El bebé de Mari tira su comida por el borde de una mesa de 70 cm de altura después de

empujarla con velocidad de 30 cm/s. ;A qué distancia de la mesa cae su comida?

Julia estd por meter gol, ella golpea a 18 m de distancia del portero. El dngulo de salida del
balén es de 30° sobre la horizontal y la velocidad con que sale el balén al patearlo es de 15
m/s. ;A qué altura debera atajar el portero para que tenga control de la pelota?

Si tenemos una funcién cuadratica f(x) = ax2 + bx + ccon a 20, b y c reales, tiene un vértice en:

El valor méaximo o minimo de una funcién cuadrética ocurre en el eje de simetria x =—35 y mas
explicitamente, en el vértice de la pardbola. Recuerda que para las pardbolas no existen maximos

Sia>0, el valor minimo de f es el vértice.

Sia <0, el valor maximo de f es el vértice.

y minimos relativos o locales, todos los que se encuentren serdn absolutos. Tenemos estos casos:

Ay / L %
fix)=ax+bx+cf
6 pr— 6
aﬁ\ / Maximo
y
\ ™
4 k az0 / PO / A
7 o 7
\ Vi / a<0 \\
\»\ / / \
2 ; wessminsns 2 ok
Minimo /
X X
> ) p
0 2 4 6 g 2 4\
} /
% | | /
i i

§
f(x) :ax§+bx+c§ 3

i

JS—-

Sea f(x) = 3x? - 15x+ 27 una funcién cuadratica.

Determinaremos si tiene maximo o minimo, segun sea el caso.

mos las operaciones correspondientes:

Observa que a=3,b=-15,¢c=27y a =3 >0, asi, la funcién cuadratica tiene un minimo. Hace-

20

b —_ -5 _15
2(3)

6

=3y fl-4)=f(9=3(5F -15(g)+ 27 =312
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Con ayuda del software Geogebra, tenemos la gréfica:

3 ¥
141 !

12

10

X

0 1 2 3 4

Encuentra el maximo o minimo de la funcién cuadratica f(x) = -x* +x.

Eneste caso a=-1,b=1,c=0,ademds,a=-1<0, portanto, la funcién tiene un maximo.

Efectuamos las operaciones:

N

Ay

W

[

‘
Ao

- Encuentra el maximo o minimo, dependiendo el caso, de las funciones cuadraticas.
1, f)=-22-3x+1
2. f(x)=5x*-30x+49
3. fix)=-+4
4, f(x)=3x*-2x




Estamos seguros que te has dado cuenta que estos ultimos temas han sido un poco repetitivos,
pero cambiemos lo dicho: estos temas tienen relacién entre si, jvaya que si!

;Recuerdas como resolver una ecuacion cuadratica?

Puede ser resuelta por factorizacién o por la férmula general. Hay otra forma de saber su solucion,
;puedes imaginar cudl? {Por supuesto! La forma gréfica de una ecuacidn cuadratica.

Av | Como vimos, la grafica de una ecuacién cuadratica es una para-
bola y dependeré del coeficiente a, su orientacién y concavidad.

5
i
|
i

~— Si deseamos resolver la siguiente ecuacion cuadratica x* +3x-70=
0, tenemos los coeficientesa=1,b=3,c=-70ya=1>0, por tanto,
la parabola se abre hacia arriba, observa la Figura 3.8.

A Ae

20 -Io0 0

fj De manera gréfica, las soluciones de esta ecuacién se tomaran de
{ los puntos de interseccion en el eje X, pues en estas coordenadas
f el valor de la variable y es cero. ;Como localizar dichos puntos?
|

|

/’

/

/

Puede ser a simple vista “a ojo de buen cubero”, tomando en cuen-
ta que debe ser comprobado. A
{

Te puede ser de gran ayuda un software, como Geogebra, para com-
probar las coordenadas de esos puntos, o algebraicamente, utili-
zando la férmula general para resolver ecuaciones cuadraticas:

X_—bi\/b2—4ac

2a

Para nuestro ejemplo, acerquemos mas la grafica:
| .

—>
<

0 8 -6
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~12 -
[
1
£

O
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Es decir, los puntos de interseccién en el eje X son (-10, 0) y (7, 0), por tanto, las soluciones para la

ecuacién cuadraticax?+3x-70=0som: x=-10yx=T.

Aplicando la férmula general a esta ecuacién, comprobamos:

-3+17
— -7
(o3t (3)2—4(1)(—70)_—3J_r\/9+280_—3ir17:> 2
2(1) 2 2 S3-17_




Eje: Del pensamiento
aritmético al lenguaje

Aetividad

4 Realiza las siguientes actividades.
5. Usando el procedimiento grafico, resuelve las ecuaciones cuadraticas
@0 X2+ 15x+56=0
6x°+Tx-3=0
X*-23x+120=0
@, x¥*+3x-88=0
. X¥+x-72=0

6. Grafica las siguientes funciones, determinando su maximo, minimo, intersecciones con los
gjesy si es concava o convexa.

#o fx)=-3x2+2x+1
b fx)=3x-2+1

f(x)=x+5x-2

Actividad de aprendizaje 11 Productos esperados

4 Realiza las actividades e intégralas a tu portafolio como evidencia de aprendizaje.

1. En esta parte de la actividad, elaboraras un problemario de compendio de actividades del
uso de la ecuacion cuadratica.

Iniciaras con los problemas que resolviste en esta unidad, ademas de buscar en internet
o compartir con tus compafieros experiencias donde crean que hay uso de la ecuacién
cuadratica. ;Cémo pueden identificarla? ;Qué valores necesitaran?

Como minimo deberds plantear un problema mas acerca de cada tema de esta seccidn;
ademas, anexaras las preguntas con sus respectivas respuestas:

(Qué tema te gustdé mas?
I5. ¢Qué puedes concluir?
;Crees importante y/o necesario el uso de las ecuaciones cuadraticas?

2. Enla dltima seccion se propuso trabajar con Geogebra, te mostraremos el uso que puedes
darle, elaborando tu propio generador de graficas para funciones cuadraticas.

2. Geogebra. Es un software libre, gratuito y es multiplataforma, es decir, lo puedes usaren
una PC, laptop, mac, tablet, celular o navegador de internet. Busca la forma mas conve-
niente para trabajar con este programa en su portal: www.geogebra.org.

algebraico




Recuerda las férmulas para el vértice y el eje, la forma general de una funcion cuadratica
y ijmanos a la obra!

Tipea la forma general de una ecuacién cuadratica: =" "7 -7, confirma en el cua-
dro de didlogo para crear deslizadores, si aparece.

Comprueba que se haya asignado f como nombre a tu funcién, de otro modo empieza
con un documento nuevo.

Llamaremos d al numero —£ de la parabola, escribe:
Obtenemos el eje de la pardbola con: =+,

Y el vértice, escribiendo: i«

Ahora todo esta listo para estudiar funciones cuadréticas, mueve los deslizadores, re-
visa en la vista algebraica las coordenadas del vértice y la ecuacion del eje. Utiliza esta
aplicacion para comprobar tus ejercicios y guardalo como: funcion_cuadratica.ggb.

Explora, entiende lo que ocurre y mejora tu comprension en los temas vistos.

. . % s
B oof w7 e [ (38D AN asc il
+ it Algebiaics Uk e oviswgntica T
e i
+ Puncién
s fx) = wx® w243
Namero

AL s £ ’
Y e TX )
4 .
/l € - 1
£ntrada. o " ¥

Lenguaje algebraico

En la época de Al-Juarismi {matematico, astrénomo
y gedgrafo persa musulman) se cred el lenguaje alge-
braico en el marco de la civilizacién musulmana, al-
rededor del afio 800. Debemos las palabras algebra,
guarismo y algoritmo a la obra principal de dicho ma-
tematico: el compendio de célculo por reintegraciény
comparacion.

Por esta razon, Al-Juarismi también es conocido como
el padre del algebra y figura como portada en algunos
libros de dicha rama de las matematicas.




6lo para las matematicas, pues tenfat

Leonhard Euler fue un verdadero nifio prodigioynos
s estudios que realizaba.

don especial para los idiomasy destacaba en todos lo

Su prodigiosa memoriay su capacidad mental para el calculo le permitieron realizar compli-

cados calculos aritméticos sin necesidad de utilizar papel y lapiz.

Durante su estancia en San Petesburgo, Euler debia atender a sus tareas en la Academiay a
los requerimientos como asesor del gobierno ruso, que le nombrd director del Departame'nt'o,
de Geografia y comisario de pesasy medidas. Para entonces, ya habfa escrito mas de ochenta
trabajos en la Revista de investigacién. En fin, podemos usar todo este libro para describir todos
los trabajos y logros realizados por ol matematico Euler, a él se le atribuyen muchos logros. ,

Durante toda suvida se dedicé al estudio de las matematicas, en ningin momento se detuV' .
esto lo llevd a contraeruna enfermedad de lavista, alos 33 afios, que acabd ocasionandol
perdida de la vision de un ojo. Pero esta ceguera parcial no le impidio seguir trabajando co

la misma intensidad... vaya que Euler tenia clara su vocacién ¢no crees?

Se decfa de él:

« _podia hacer matematicas sin ning(in esfuerzo,
exactamente igual que los hombres respiran y
que las aguilas se mantienen en el aire”.

e su vida establecer prioridades, p,ye'n'sa

De cualquier modo, Euler debi6 en algiin punto d
| consideraba mejor.

las gratificaciones a cortoy largo plazo y decantarse por loqueé

Reflexiona sobre lo leido y contesta:

s ;Crees que solo el talento es suficiente para tener gratificaciones?

« ;Qué puedes desarrollary en qué te puedes enfocar para tener gratificaciones a largo

U

+ ¢Enquélugarte imaginas que podrias estar en 10 afios?

e

» ;Qué estas dispuestoa invertir o sacrificar para estar donde imaginas?




4 En este proyecto realizaras una pequefia investigacion de campo. En equipos de

tres integrantes construiran una jresorteral

Investiguen acerca del tiro parabo-
lico. Localicen su origen, sus usos'y
como funciona.

Hay diversas formas de hacer unare-
sortera. ;Cual creen que sea la mejor
opcién? Elaboren un bosquejo.

jHagan su resortera! Recuerden que
es mejor el uso de materiales.al al-
cance y reciclados. En las imagenes
se muestran algunos ejemplosdere-
sorteras, hagan la que prefieran.

4. Realizaran lanzamientos de un proyectil, elijan uno conveniente para la activi-
dad, por ejemplo, una bola de papel. Seran dos lanzamientos: tiro parabdlico
horizontal y oblicuo, eligiendo el obstaculo que mas crean conveniente.

5. ¢Qué factoresinfluyen en sus lanzamientos? ;A
mayor distancia mayor velocidad? Si disminu:
ye la fuerza de lanzamiento, ;qué sucede? Si

eligen algln otro proyectil con mayor o menor
peso, ;qué sucede? Justifiquen el procedimien-
to con el uso de funciones cuadraticas que mo-

delen la trayectoria parabdlica de su proyectil

lanzado. Ay(dense de los conceptos vistos.

6. Por Ultimo, escriban una bitacora acerca del procedimiento que siguieron, las
fallasy logros de su proyecto. Compartan sus experiencias con sus compafieros.

El teorema fundamental del algebra

La matematica es una ciencia que se ha ido consoli-
dando a través de los afios, muchos afios. Su estudio se
remonta a las antiguas civilizaciones y actualmente se
siguen estudiando problemas y teorias que nos siguen

dando sorpresas.

Notaras que el teorema fundamental del algebra tiene
pocos:afios de uso, comparado con el teorema:de Pita-
goras, por ejemplo, y aunque parece muy normal su uso,
la’demostracidn tardé bastante tiempo en consolidarse.




Hacia la prueba Planea

Utiliza esta secci6n para preparar tu prueba Planea.

1. Lasecuacionesy=2x+3yy=2x+b5repre-
sentan:

. Lamisma recta.
Dos rectas que se intersecan en un punto.
Dos rectas paralelas.
Dos rectas perpendiculares.

Hallar la pareja de nimeros cuya suma da
-1y su diferenciaes 1:

Las funciones f(x) = x - 4y g(x) = -x se inter-
secan en el punto:

2,2)

(
- (-2
- (2,-2)
(-

-2,-2)

La parabolade ecuacion f(x) = x2 + 4x + 4 tie-
ne eje de simetria en:

Al evaluar f(x) = -x* - x enn x = -1, oblenemos:

2. Lasrectasy=2xyy=23xseinterseca

4. Lasolucion del sistema compuesto po/
2y=0y3x+4y=-2es:

x=1y=-2
x=-2,y=1
x=1,y=2

8. Encierta ecuacién cuadratica enc
a=1,b=2yc=3, ;cudl afirmacién

La parabola es convexa
La parabola tiene dos raice

El vértice esté en el segundo




valda tus evidencias

. %”U'tiliza la lista de cotejo para identificar lo que dominas con base en las evidencias generadas y
~ guardadas en tu portafolio.

Presentas informacion veridica, clara y basada en una
investigacion profunda.

Interpretar la solucién
de un sistema

de ecuaciones
lineales, analiticay
graficamente.

Actividad 4.

Ejemplificas correctamente las situaciones requeridas.

La explicacion en la diferencia del uso de cada método,
asi como sus ventajas y contras sobre los otros es clara y
oportuna.

Resuelves correctamente los problemas.

Expresar las soluciones
de ecuaciones Tu investigacién cuenta con informacién confiable y los datos
cuadraticas. corresponden a lo solicitado.

Actividad 11.

-

Muestras los problemas en orden, la aplicacion funciona y
muestra correctamente cualquier parabola solicitada.




© Con base en la rdbrica, identifica tu nivel logrado en cada aprendizaje esperado. Recuerda repasar los te-
mas para mejorar.

Simboliza y generaliza
fenémenos lineales y fendmenos
cuadraticos mediante el empleo
de variables.

Operay factoriza polinomios de
grado pequefio.

Significa, graficay
algebraicamente, las soluciones
de una ecuacién.

Interpreta la solucién de un
sistema de ecuaciones lineales.

Entiendo los fenémenos
que danlugar a las
situaciones lineales

y cuadraticasy

puedo relacionarlos
algebraicamente.

Utitizo formas
equivalentes para
mejorar la comprensién
de mis expresiones.

Expreso fendmenos
lineales y cuadréaticos
de formaclaray directa.

Conozco las
operacionesy
factorizaciones basicas
de un polinomio.

Realizo multiples
factorizaciones en una
misma expresion,

Entiendo las
factorizaciones y distingo
Su uso.

identifico en las
factorizaciones y el
discriminante a las raices
de un polinomio.

Entiendo cémo se
comportan las funciones
al variar sus parametros.

Comprendo las
situaciones gue dan
lugar a distintas raices.

Puedo predecir el
comportamientoy
visualizar las rectas con su
forma algebraica.

Identifico la interseccion
de dosrectasy

su interpretacion
algebraica.

Infiero si dos rectas
pueden tener
interseccidn por su forma.
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